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Resumo
As tentativas de demonstrac¸a˜o do quinto postulado de Euclides originaram a
maior e mais temida descoberta para a geometria Euclidiana do se´culo XIX.
Iniciava-se o percurso de procura de outras geometrias na˜o-euclidianas que
apresentavam igual consisteˆncia, tais como a Geometria Hiperbo´lica. Nesta
geometria na˜o se verifica o quinto postulado de Euclides na medida em que,
por um ponto exterior a uma recta, existem infinitas rectas paralelas a` recta
dada, mas todos os outros axiomas sa˜o va´lidos. Esta dissertac¸a˜o demonstra
a consisteˆncia da Geometria Hiperbo´lica, utilizando o modelo do Disco de
Poincare´, atrave´s do sistema axioma´tico modificado de Hilbert. O estudo
das isometrias neste modelo, em analogia a`s isometrias existentes na geome-
tria euclidiana, culminam com a apresentac¸a˜o de um me´todo que permitira´
pavimentar o Disco de Poincare´ a` semelhanc¸a do que fez M. C. Escher no seu
Circle Limit III. Utilizando as novas tecnologias, foram constru´ıdas algumas
ferramentas em ambiente de geometria dinaˆmica, Geogebra, que facilitaram a
construc¸a˜o de va´rios objectos geome´tricos pro´prios da geometria Hiperbo´lica,
transformac¸o˜es geome´tricas e pavimentac¸o˜es do Disco de Poincare´.
Abstract
The attempts to demonstrate the fifth postulate of Euclid originated the
largest and most dreaded discovery for the Euclidean geometry of the 19th
century. The journey to find other non-Euclidean geometries with equal con-
sistency, such as hyperbolic geometry, was starting. In this geometry Euclides
fifth postulate is not valid, there are endless straights parallels to the given
line. All other postulates are valid to the line given. This thesis demonstrates
the consistency of Hyperbolic Geometry using the Poincare´ Disk model by
modified Hilbert’s axiomatic system. The study of isometries in this model,
in analogy to isometries existing in Euclidean geometry, culminate with the
presentation of a method that will pave the Poincare´ Disk as did M.C. Escher
in his Circle Limit III. Using new technologies, some tools were built in dy-
namic geometry environment, Geogebra, which facilitated the construction
of several geometric objects themselves of hyperbolic geometry, geometric
transformations and pavings of the Poincare´ Disc.
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iv CONTEU´DO
Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A obra ”Elementos”de Euclides e´ constitu´ıda por 13 livros escritos pelo
matema´tico grego Euclides 300 a.C.. Esta obra, organizada atrave´s de uma
sequeˆncia lo´gica e coerente e baseada num sistema axioma´tico, foi de ex-
trema importaˆncia durante mais de 2000 anos por ser a primeira compilac¸a˜o
de um conjunto de definic¸o˜es, postulados, proposic¸o˜es e respectivas provas
matema´ticas sobre a geometria euclidiana e teoria dos nu´meros. A obra
tornou-se ce´lebre e foi considerada o primeiro tratado cient´ıfico que promoveu
o desenvolvimento lo´gico da geometria e de outros ramos da matema´tica. Os
livros iniciam-se com um conjunto de definic¸o˜es e pressupostos seguidos de
todos os resultados relacionados com o tema de cada livro juntamente com
as provas dos mesmos. As provas sa˜o baseadas num sistema axioma´tico
previamente definido e seguiam uma deduc¸a˜o lo´gica onde eram utilizados,
unicamente, conhecimentos adquiridos anteriormente.
A apresentac¸a˜o dos Elementos tinha como ponto de partida as noc¸o˜es co-
muns e os postulados, cujo objectivo era serem simples e o´bvios (veracidade
incontesta´vel), de forma a permitirem eliminar a necessidade da sua prova.
Os mesmos foram cuidadosamente seleccionados, de forma a poderem deduzir
todos os resultados relativos a` geometria. Era, portanto, um conjunto de ax-
iomas atrave´s dos quais se baseava a geometria. A distinc¸a˜o entre noc¸o˜es
comuns e postulados na˜o e´ unaˆnime; alguns comentadores dizem que os pos-
tulados teˆm uma intencionalidade geome´trica enquanto que as noc¸o˜es comuns
sa˜o enunciados de uma natureza mais universal, outros chamam postulados
aos enunciados que permitem construir algo e noc¸o˜es comuns a`s afirmac¸o˜es
que atestam a veracidade inequ´ıvoca de algo ([17, pa´g. 29]). Euclides apre-
sentou dez axiomas divididos em dois grupos: as noc¸o˜es comuns e os postu-
lados, que passamos a enunciar:
1
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Noc¸o˜es comuns:
1. Coisas iguais a uma mesma coisa, sa˜o iguais entre elas.
2. Se a coisas iguais acrescentam-se coisas iguais, os totais sera˜o iguais.
3. Se de coisas iguais subtraem-se coisas iguais, as diferenc¸as sera˜o iguais.
4. Coisas que coincidem uma com a outra, sa˜o iguais.
5. O todo e´ maior do que qualquer uma das partes.
Postulados:
1. Pode-se trac¸ar uma (u´nica) recta ligando quaisquer dois pontos.
2. Pode-se continuar (de uma u´nica maneira) qualquer recta finita con-
tinuamente em uma recta.
3. Pode-se trac¸ar um c´ırculo com qualquer centro e com qualquer raio.
4. Todos os aˆngulos rectos sa˜o iguais.
5. Se uma linha recta cortar duas outras rectas de modo que a soma dos
aˆngulos internos de um mesmo lado seja menor do que dois rectos, enta˜o
essas duas rectas, quando suficientemente prolongadas, cruzam-se do
mesmo lado em que esta˜o esses dois aˆngulos.
Os quatro primeiros postulados de Euclides foram facilmente aceites pe-
los matema´ticos pois derivavam de experieˆncias pra´ticas relacionadas com
construc¸o˜es de re´gua e compasso e o uso de instrumentos de medic¸a˜o de
aˆngulos. Mas o quinto postulado gerou uma enorme e longa controve´rsia por
na˜o ser auto-evidente nem empiricamente verifica´vel dado que, na pra´tica,
sa˜o representados apenas segmentos de recta e na˜o rectas (na˜o e´ poss´ıvel a
sua representac¸a˜o indefinidamente). O pro´prio Euclides somente utilizou este
postulado na 29a proposic¸a˜o do livro I. Este postulado era mais sofisticado
do que outro axioma qualquer e muitos matema´ticos, por exemplo Proclus
(410− 485), achavam que devia ser um teorema e na˜o um axioma. Segundo
Hartshorne Proclus referiu que:
”This ought to be struck from the postulates altogether. For it is a
theorem - one that invites many questions, which Ptolemy proposed to resolve
in one of his books - and requires for its demonstration a number of definitions
as well as theorems”. ([17, pa´g. 297]).
A tentativa de provar este postulado a` custa dos outros quatro, durou cerca
3de 2000 anos, e originou a produc¸a˜o de um grande nu´mero de afirmac¸o˜es a ele
equivalentes a`s quais chamamos de substitutos. ([2, pa´g. 9]). Por exemplo,
tal como surge num livro de John Playfair, o conhecido postulado foi escrito
da seguinte forma: Por um ponto exterior a uma recta e´ poss´ıvel trac¸ar uma
u´nica recta paralela a` dada.
Algumas tentativas de demonstrac¸a˜o do 5o postulado assentaram no pres-
suposto, definido por Ptolomeu, em que uma recta paralela e´ o ”lugar geome´trico
dos pontos equidistantes a outra recta”. 1 Ora, o postulado na˜o faz qualquer
refereˆncia a` igual distaˆncia entre as duas rectas e sendo assim, na sua prova,
na˜o podemos assumir esta propriedade como va´lida ale´m de tambe´m na˜o po-
dermos assumir o seu contra´rio. A prova so´ poderia usar os quatro postula-
dos anteriores e nada mais. Todas as afirmac¸o˜es necessa´rias a` prova, que na˜o
fizessem parte do enunciado dos quatro anteriores, tinham de ser provadas
a` parte. As tentativas de prova tornaram-se infrut´ıferas e foram protago-
nizadas por alguns matema´ticos, tais como, Proclus, Nasiraddin, Wallis ,
Legendre, Wolfgang Bolyai, Girolamo Saccheri, Johann Heinrich Lambert,
Janos Bolyai, Lobachevsky. Para esta breve contextualizac¸a˜o, selecciona´mos
alguns destes matema´ticos para uma pequena refereˆncia na sua tentativa
demonstrac¸a˜o do 5o postulado.
• Girolamo Saccheri (1667 − 1733) - A sua demonstrac¸a˜o consistia
na tentativa de reduc¸a˜o ao absurdo, a` custa dos aˆngulos internos dos
quadrila´teros que ficaram conhecidos por quadrila´teros de Saccheri.
Saccheri tentou provar a contradic¸a˜o da afirmac¸a˜o ”os aˆngulos do topo
de um quadrila´tero se Saccheri sa˜o agudos”. Foi uma tentativa frustrada
e, sem saber, Saccheri havia descoberto a geometria na˜o-euclidiana.
• Gauss (1777−1855) - Foi o primeiro matema´tico a chegar a` conclusa˜o
que a negac¸a˜o do 5o postulado poderia resultar em algo diferente mas
interessante sem contrariar os outros axiomas. Descobertas do trabalho
de Gauss permitem concluir que, de facto, foi o primeiro a perceber a
existeˆncia de uma geometria logicamente precisa e diferente da de Eu-
clides. Com receio de que as suas ideias pudessem na˜o ser bem aceites
na comunidade matema´tica, ocultou a sua descoberta ate´ outros textos
serem publicados. Gauss sabia que durante muitos anos as pessoas na˜o
iriam acreditar na possibilidade da existeˆncia de outra geometria para
ale´m da Euclidiana. Gauss foi o primeiro a designar a nova geometria
por geometria na˜o-euclidiana.
• Wolfgang Bolyai (1775−1856), interessou-se pelo postulado das par-
alelas (5o postulado) enquanto estudante em Gottingen onde se tornou
1in Rainha das Cieˆncias. Pa´gina 132.
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amigo de Gauss. As tentativas frustradas de demonstrac¸a˜o deste postu-
lado levaramWolfgang a criar alguns substitutos para o mesmo e devido
ao insucesso chegou a duvidar da possibilidade da sua demonstrac¸a˜o.
Os anos dedicados a este trabalho foi partilhado com a educac¸a˜o e
crescimento do seu filho Janos Bolyai.
• Janos Bolyai (1802− 1860), filho de Wolfgang Bolyai, foi fortemente
desencorajado pelo pai a dedicar o seu tempo ao axioma das paralelas
dizendo-lhe (citado por Gray, 2007):
I have traversed this bottomless night, which extinguished all right and
joy of my life. I entread you, have the Science of parallels alone ...
Learn from my example: I wanted to know about paralels, i remain
ignorant, this has taken all the flowers of my life and all my time from
me. ([16])
Apesar de este desabafo do pai, Janos estava convencido de que a
negac¸a˜o do 5o postulado na˜o era absurda, ao contra´rio dos anteriores
matema´ticos, e que estava perante um ”strange new universe”([15]).
Em 1823 Janos Bolyai (citado por Coxeter, pa´g.10) escreveu a seu pai
dizendo:
I have resolved to publish a work on the theory of parallels, as soon
as I shall have put the material in order The goal is not yet reached,
but I have made such wonderful discoveries that I have been almost
overwhelmed by them I have created a new universe from nothing. ([7,
pa´g. 10])
A prova da sua descoberta foi transmitida ao seu pai que teve intenc¸a˜o
de a publicar em 1831, num apeˆndice da sua obra Tentamen. Contudo,
antes de o fazer, revelou a descoberta a Gauss que acabou por evitar
a sua publicac¸a˜o alegando ter ja´ conhecimento desse assunto mas que
optou por na˜o revelar a` comunidade matema´tica com receio de abalar
a sua enorme reputac¸a˜o. ([12, pa´g. 30])
• Lobachevsky (1793−1856) - Este matema´tico juntamente com Bolyai
e Gauss partilham a honra de terem sido os primeiros a desenvolver um
verdadeiro estudo do que chamamos agora de geometria hiperbo´lica.
Lobachevsky foi o primeiro a publicar um trabalho sobre a geometria
em que por um ponto pode passar mais do que uma recta paralela a uma
recta dada (1829), ou seja, a Geometria Hiperbo´lica. Este trabalho que
na˜o causou grande impacto fora do seu pa´ıs porque foi escrito em russo.
5Somente anos depois quando escreveu o texto em alema˜o (1840), e´ que
causou alguma curiosidade. Faleceu sem ver o seu trabalho reconhecido.
Os trabalhos de Lobachevsky e Bolyai na˜o tiveram o reconhecimento ime-
diato na e´poca em que foram publicados, tal como previa Gauss, pois im-
plicavam uma mudanc¸a radical na forma como se conhecia a geometria na
e´poca. So´ depois da morte de Gauss, com a publicac¸a˜o dos seus trabalhos,
e´ que as ideias relacionadas com a geometria na˜o-euclidiana foram tomadas
a se´rio. Outros matema´ticos tais como Klein, Poincare´, Beltrami e Riemann
utilizaram estes resultados para desenvolver estudos nesta a´rea e em outras
a´reas do conhecimento.
A descoberta das geometrias na˜o-euclidianas ocorreu da mesma forma
que no se´culo XVIII se deu a descoberta do ca´lculo, isto e´, na˜o foi so´ da
responsabilidade de um matema´tico. Assim, na descoberta das geometrias
na˜o-euclidianas, nomeadamente na geometria hiperbo´lica, surge a refereˆncia
a treˆs matema´ticos Gauss, Bolyai e Lobachevsky que se distinguiram de out-
ros, na˜o so´ pelo facto de terem publicado imensos textos sobre este assunto
mas, por terem acreditado neste sistema lo´gico e na sua aplicac¸a˜o ao mundo
real tal como a geometria Euclidiana. ([12, pa´g. 30]). Mais tarde, tambe´m
Riemann descobriu outra geometria na˜o euclidiana que contradizia o pos-
tulado das paralelas de uma forma diferente da geometria hiperbo´lica, ou
seja, a inexisteˆncia de rectas paralelas (geometria el´ıptica). Apesar de terem
descoberto as geometrias na˜o euclidianas, na˜o conseguiram criar um modelo
que sustentasse as suas descobertas. Os modelos para esta geometria foram
constru´ıdos por Beltrami, Cayley, Klein e Poincare´ sendo que o primeiro
modelo foi o de Beltrami-Klein onde se provou a consisteˆncia da geometria
hiperbo´lica. O modelo no qual iremos trabalhar e´ o modelo do disco de
Poincare´, apresentado por este matema´tico em 1871, que possui uma difer-
ente noc¸a˜o de comprimento mas a mesma noc¸a˜o de medida de amplitude dos
aˆngulos utilizada na geometria euclidiana.
Actualmente, numa perspectiva mais rigorosa da Matema´tica moderna,
apontam-se algumas imperfeic¸o˜es em va´rios pontos, na obra de Euclides, tais
como:
• algumas definic¸o˜es na˜o apresentavam um significado mais compreens´ıvel
da noc¸a˜o que se pretendia definir. Por exemplo, na definic¸a˜o de ponto
como sendo ”aquilo que na˜o tem partes”([15]). Acreditava-se que Eu-
clides, em vez de atribuir um significado preciso dos termos, apelava
a` nossa intuic¸a˜o, aludindo para alguns conceitos que ja´ ter´ıamos na
mente do que seria um ponto ou uma recta ([17, pa´g. 27]). Esta
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situac¸a˜o poderia ser facilmente aceite para uma sociedade onde era
conhecida somente a geometria euclidiana;
• a linguagem utilizada, nomeadamente o uso de alguns termos consid-
erados amb´ıguos do ponto de visto do rigor, por exemplo, o uso de
”linha recta finita”como sendo um segmento de recta e o uso do termo
”igual”ao que actualmente chamamos de congruente;
• a utilizac¸a˜o de algumas verdades, por exemplo o uso do me´todo da
sobreposic¸a˜o que na˜o e´ contemplado nem nas noc¸o˜es comuns nem nos
postulados pelo que seria um axioma extra. Tambe´m a utilizac¸a˜o da
existeˆncia de pontos de intersecc¸a˜o entre, por exemplo, rectas e circun-
fereˆncias e entre circunfereˆncias, e o facto de Euclides nunca mencionar
o conceito de ”estar entre”, mas ter assumido algumas verdades acerca
destes. Por outras palavras, o sistema de postulados de Euclides ap-
resenta alguns resultados como fruto de intuic¸a˜o no que diz respeito a
definic¸o˜es e demonstrac¸o˜es.
Assim, para que as provas fossem suficientemente rigorosas seria necessa´rio
um sistema axioma´tico mais completo. Desta forma, para colmatar todas
estas imperfeic¸o˜es, surgiram a partir do se´culo XIX outras propostas de sis-
temas axioma´ticos para a organizac¸a˜o da geometria euclidiana de forma a
torna´-la rigorosa. Os mais conhecidos sa˜o os de Hilbert, Birkhoff e Tarski.
Neste trabalho tomaremos como base o sistema axioma´tico modificado de
David Hilbert dado que his axioms are perhaps the most intuitive and are
certainly the closest in spirit to Euclid’s ([15]). Este novo sistema modifi-
cado de Hilbert foi apresentado no The Foundations of Geometry (1899).
Os axiomas de Hilbert sa˜o considerados suficientemente rigorosos de modo
a sustentar a existeˆncia da geometria euclidiana. Deste modo, este novo
me´todo axioma´tico distingue-se do utilizado por Euclides, principalmente
pela introduc¸a˜o do grupo de axiomas relacionados com a ordem, baseados
no trabalho de Pasch (1880), e esta˜o divididos em cinco grupos: Incideˆncia,
Ordem, Congrueˆncia, Continuidade e Paralelismo.
Enunciamos de seguida parte dos axiomas de Hilbert relevantes para este
trabalho com algumas adaptac¸o˜es como surgem em Hartshorne: Os primeiros
axiomas dizem respeito a um dado conjunto de pontos e rectas e a`s relac¸o˜es de
”pertencer”e ”estar-entre”. Com essas noc¸o˜es preliminares podemos definir
os conceitos de segmento de recta, semi-recta, aˆngulos e triaˆngulos.
I. AXIOMAS DE INCIDEˆNCIA
(1). Por dois pontos passa uma u´nica linha recta.
7(2). Toda a recta conte´m, pelo menos, dois pontos.
(3). Existem, pelo menos, treˆs pontos distintos que na˜o esta˜o sobre a mesma
recta.
II. AXIOMAS DE ORDEM
(1). Se um ponto B esta´ entre A e C, A ∗ B ∗ C, enta˜o A, B e C sa˜o treˆs
pontos distintos de uma recta e C ∗B ∗ A.
(2). Para quaisquer dois pontos distintos A e B, existe um ponto C tal que
A ∗B ∗ C.
(3). Se A, B e C sa˜o treˆs pontos distintos pertencentes a` mesma recta, enta˜o
um e apenas um deles esta´ entre os outros dois.
(4). (Axioma de Pasch) Sejam A, B e C pontos do plano, na˜o colineares,
l uma recta tal que A, B e C na˜o pertencem a l. Se o segmento AB intersecta
l enta˜o l intersecta o segmento AC ou l intersecta o segmento BC.
O 3o grupo de axiomas refere-se a uma relac¸a˜o entre segmentos e aˆngulos
chamada de ”congrueˆncia”e denotada por ∼=.
III. AXIOMAS DE CONGRUEˆNCIA
(1). Dados um segmento AB e uma semi-recta r com origem num ponto A′,
existe um u´nico ponto B′ em r tal que o segmento AB e´ congruente com o
segmento A′B′.
(2). Considerando segmentos AB, CD e EF , se AB ∼= CD e AB ∼= EF
enta˜o CD ∼= EF .
(3). Considerando segmentos AB, A′B′, BC, B′C ′, AC e A′C ′, se A∗B ∗C,
A′ ∗B′ ∗ C ′, AB ∼= A′B′ e BC ∼= B′C ′ enta˜o AC ∼= A′C ′.
(4). Dado um aˆngulo qualquer ∠BAC e dada uma semi-recta qualquer A′B′
com origem em A′ existe uma u´nica semi-recta A′C ′ com origem em A′,
num semi-plano dado em relac¸a˜o a` recta A′B′, tal que os aˆngulos ∠B′A′C ′ e
∠BAC sa˜o congruentes.
(5). Todo o aˆngulo e´ congruente a si mesmo.
(6). (LAL) Se dois lados e o aˆngulo compreendido entre eles, de um triaˆngulo,
sa˜o congruentes respectivamente a dois lados e o aˆngulo compreendido entre
eles, de outro triaˆngulo, enta˜o os dois triaˆngulos sa˜o congruentes.
No que diz respeito a` “continuidade”, opta´mos por enunciar o seguinte Ax-
ioma de Dedekind. Esta escolha tem, em particular, a consequeˆncia que o
u´nico modelo para a Geometria Euclidiana (isto e´, a geometria que verifica
todos os axiomas de Hilbert aqui apresentados) e´ o espac¸o euclidiano R2 (mu-
nido do produto escalar usual) com as noc¸o˜es usuais de pontos e de rectas e
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com as relac¸o˜es usuais de pertenc¸a, estar-entre e congrueˆncia [17, pa´g. 191].
IV. AXIOMA DE CONTINUIDADE (Axioma de Dedekind)
Suponha que os pontos pertencentes a` recta l esta˜o divididos em dois
subconjuntos na˜o vazios S e T de tal modo que nenhum ponto de S esta´
entre dois pontos de T e, nenhum ponto de T esta´ entre dois pontos de S.
Enta˜o, existe um u´nico ponto P tal que, para qualquer A ∈ S e qualquer
B ∈ T , tem-se A = P ou B = P ou o ponto P esta´ entre A e B.
Finalmente vem o axioma correspondente ao 5o axioma de Euclides.
V. AXIOMA DAS PARALELAS Para toda a recta l e todo o ponto
P na˜o pertencente a l, existe no ma´ximo uma recta m, que conte´m P , tal
que m e´ paralela a l.
Neste ponto conve´m fazer refereˆncia a` geometria absoluta que contempla
apenas os axiomas de incideˆncia, ordem, congrueˆncia e continuidade. Outras
geometrias surgem dependendo da verificac¸a˜o, ou na˜o, do axioma das parale-
las. Por exemplo, a Geometria Euclidiana verifica o axioma das paralelas e a
geometria hiperbo´lica verifica a negac¸a˜o deste axioma. Em suma, a geome-
tria hiperbo´lica assume todos os axiomas da geometria absoluta e a negac¸a˜o
do axioma das paralelas de Hilbert no sentido que, por um ponto exterior
a uma recta dada passam, pelo menos, duas rectas paralelas a` recta dada.
Este axioma tem o nome de axioma hiperbo´lico. Os teoremas da geometria
euclidiana deduzidos e demonstrados atrave´s dos axiomas que na˜o envolvam
o axioma das paralelas tambe´m sa˜o va´lidos na geometria hiperbo´lica.
Neste trabalho vamos verificar que o Disco de Poincare´ definido em am-
biente euclidiano (isto e´, em R2) e´ um modelo para a Geometria Hiperbo´lica.
No plano euclidiano, usaremos sem demonstrac¸a˜o alguns resultados da ge-
ometria euclidiana e as seguintes notac¸o˜es:
• AB ou r para recta que conte´m os pontos A e B ou, de outra forma,
recta r;
• [AB] para segmento de recta com extremos A e B;
• A˙B para semi-recta com origem no ponto A e que passa por B;
• AB para comprimento do segmento de recta [AB].
De seguida vamos estudar as isometrias na Geometria Hiperbo´lica em
analogia com as isometrias na Geometria Euclidiana, com o objectivo de
construir uma pavimentac¸a˜o no modelo do Disco de Poincare´, modelo da
Geometria Hiperbo´lica escolhido para este trabalho. A pavimentac¸a˜o do
9Disco de Poincare´ foi tambe´m um tema de interesse para o artista M. C.
Escher que desenvolveu um conjunto de trabalhos com a pavimentac¸a˜o do
Disco utilizando imagens.
As imagens apresentadas neste trabalho foram todas efectuadas no pro-
grama de geometria dinaˆmica Geogebra, utilizando muitas vezes ferramentas
pro´prias para facilitar a representac¸a˜o de alguns elementos, tais como, cir-
cunfereˆncias, segmentos de recta e recta hiperbo´licos.
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Cap´ıtulo 2
Circunfereˆncias em Geometria
Euclidiana
Neste cap´ıtulo apresentaremos alguns resultados com a respectiva demon-
strac¸a˜o que sera˜o fundamentais a` compreensa˜o de certas afirmac¸o˜es nos
pro´ximos cap´ıtulos. Em momentos oportunos colocaremos algumas con-
struc¸o˜es importantes para a percepc¸a˜o de algumas opc¸o˜es em concluso˜es e
demonstrac¸o˜es posteriores.
A circunfereˆncia e´ o lugar geome´trico de todos os pontos que esta˜o a uma
distaˆncia r de um ponto fixo, O, denominado o centro da circunfereˆncia.
C(O, r) = {P |OP = r} (2.1)
Nas pro´ximas pa´ginas, de forma a reduzir a extensa˜o da escrita, denom-
inaremos unicamente por C a circunfereˆncia de centro O e raio r, ou seja,
C = C(O, r).
O conjunto dos pontos interiores da circunfereˆncia e´ definido por:
int(C) = {P |OP < r} (2.2)
O conjunto dos pontos exteriores da circunfereˆncia e´ definido por:
ext(C) = {P |OP > r} (2.3)
2.1 Poteˆncia relativamente a uma circunfereˆncia
Definic¸a˜o 2.1.1 (Poteˆncia). Dado um ponto P e uma circunfereˆncia C(O, r),
a poteˆncia de P relativamente a C e´ o nu´mero:
Pot(P,C) = OP
2 − r2 (2.4)
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A poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o a uma circunfereˆncia C permite
concluir a posic¸a˜o relativa desse ponto relativamente a C.
As consequeˆncias imediatas da definic¸a˜o de poteˆncia de um ponto em
relac¸a˜o a uma circunfereˆncia sa˜o as seguintes:
• Pot(P,C) > 0⇔ P ∈ ext(C)
Pot(P,C) > 0⇔ OP 2 − r2 > 0⇔ OP 2 > r2 ⇔ P ∈ ext(C)
• Pot(P,C) < 0⇔ P ∈ int(C)
Pot(P,C) < 0⇔ OP 2 − r2 < 0⇔ OP 2 < r2 ⇔ P ∈ int(C)
• Pot(P,C) = 0⇔ P ∈ C
Pot(P,C) = 0⇔ OP 2 − r2 = 0⇔ OP 2 = r2 ⇔ P ∈ C
Proposic¸a˜o 2.1.2. Seja P um ponto qualquer do plano na˜o pertencente a
C = C(O, r), e s uma recta que passa por P e intersecta C em A e B. A
poteˆncia de P relativamente a C e´:
Pot(P,C) =
{
PA.PB se P ∈ ext(C)
−PA.PB se P ∈ Int(C) (2.5)
b
O
b
B
C
b
P
s
b
A
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Demonstrac¸a˜o. 1o caso
A recta s passa por O. Temos dois subcasos:
1o subcaso:
Se P e´ exterior a C enta˜o
pot(P,C) = OP
2 − r2 = (OP − r)(OP + r) = PA.PB
Se P e´ interior a C enta˜o
pot(P,C) = OP
2 − r2 = (OP − r)(OP + r) = −PA.PB
2o caso
A recta s na˜o passa por O. Seja t a recta PO que intersecta C em R e
Q.
1o Subcaso:
P e´ exterior a C.
Sem perda de generalidade podemos assumir que B e Q pertencem ao
mesmo arco definido por A e R.
t
b
O
b
R
C
b
P
b
A
bQ
b
B
s
Relativamente aos triaˆngulos ∆[BPR] e ∆[QPA] tem-se que:
• ∠AQP = ∠PBR porque sa˜o aˆngulos inscritos no mesmo arco corre-
spondente
⌢
AR.
• ∠BPR = ∠APQ porque e´ um aˆngulo comum aos dois triaˆngulos.
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Assim, △[QPA] e´ semelhante ao △[BPR] pelo crite´rio AAA.
Deste modo,
PB
PQ
=
PR
PA
Denotando por r o raio de C, temos
PA.PB = PQ.PR = (PO + r)(PO − r) = PO2 − r2 = Pot(P,C)
Portanto, se P ∈ ext(C) enta˜o Pot(P,C) = PB.PA
2o Subcaso:
P e´ interior a C
Analogamente ao caso anterior, sem perda de generalidade podemos as-
sumir que B e Q pertencem ao mesmo arco definido por A e R.
b
O
b
R
C
b
B
b
Q
b
P
b
A
Relativamente aos triaˆngulos △[AQP ] e △[RBP ] temos que:
• ∠BPR = ∠QPA porque sa˜o aˆngulos verticalmente opostos.
• ∠PQA = ∠RBP porque sa˜o aˆngulos inscritos no mesmo arco corre-
spondente
⌢
AR.
Pelo que, pelo crite´rio AAA, o △[AQP ] e´ semelhante ao △[RBP ], logo
PB
PQ
=
PR
PA
Consequentemente
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PA.PB = PQ.PR = (r − PO)(r + PO) = r2 − PO2 = −Pot(P,C)
Por isso, se P ∈ Int(C) enta˜o Pot(P,C) = −PB.PA
2.2 Princ´ıpios de Continuidade
Proposic¸a˜o 2.2.1. Princ´ıpio da continuidade elementar
Se um segmento de recta l possui um extremo como ponto interior a uma
circunfereˆncia C e o outro exterior a essa circunfereˆncia, enta˜o l intersecta
C.
Demonstrac¸a˜o. Seja l um segmento de recta com extremidades A e B tal
que A ∈ ext(C), B ∈ int(C). Consideremos a func¸a˜o f definida do seguinte
modo:
f : [0, 1]
ϕ−→ [A,B] PotC−−−→ R
t 7−→ A(1− t) + tB
Esta func¸a˜o e´ cont´ınua e f(0) > 0 e f(1) < 0, logo, pelo Teorema de
Bolzano, existe um c pertencente ao intervalo ]0, 1[ tal que f(c) = 0. Assim
ϕ(c) e´ um ponto de [AB] cuja poteˆncia em relac¸a˜o a` circunfereˆncia C e´ 0.
Logo ϕ(c) ∈ [AB] ∩ C.
Proposic¸a˜o 2.2.2. Princ´ıpio da Continuidade Circular
Dados duas circunfereˆncias ψ e σ, se σ conte´m pelo menos um ponto A
interior a ψ e pelo menos um ponto B exterior a ψ, enta˜o ψ e σ intersectam-
se em dois pontos sendo exactamente um em cada um dos arcos definidos por
A e B.
Demonstrac¸a˜o. Sejam ψ e σ duas circunfereˆncias tais que A,B ∈ σ sendo
A ∈ int(ψ), B ∈ ext(ψ) e α = ∠(O˙A, O˙B) (α definido no sentido positivo)
em que O e´ o centro da circunfereˆncia σ. Chamamos arco1 ao arco AB
com aˆngulo ao centro α e arco2 ao arco ”complementar”do aˆngulo ao centro
2π − α.
Sem perda de generalidade podemos supor que O e´ o ponto (0, 0) de R2
e que A e´ o ponto (r, 0).
Considere-se tambe´m a func¸a˜o f1 tal que:
f1 : [0, α]
ϕ−→ arco1 Potψ−−−→ R
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com ϕ(t) = (r cos(t), r sin(t)). Ora, f1 e´ uma func¸a˜o cont´ınua.
Como ϕ(0) = A e ϕ(α) = B, temos
f1(0) < 0 e f1(α) > 0.
Podemos enta˜o concluir que, pelo Teorema de Bolzano, existe um t0 per-
tencente ao intervalo ]0, α[ tal que f1(t0) = 0.
Logo, Q = ϕ(t0) ∈ arco1 e Q ∈ σ porque Pot(Q, σ) = 0.
Analogamente temos uma func¸a˜o f2 tem-se:
f2 : [α, 2π]
ϕ−→ arco2 Potψ−−−→ →R
com ϕ(t) = (r cos(t), r sin(t)) e tambe´m f2 e´ cont´ınua.
Ora, como ϕ(α) = B e ϕ(2π) = A, temos
f2(α) > 0f2(2π) < 0
e, usando mais uma vez o Teorema de Bolzano, podemos afirmar que
∃t1 ∈]α, 2π[: f2(t1) = 0.
Logo, seja P = σ(t1) ∈ arco2 e P ∈ σ porque Pot(P, σ) = 0. Portanto
pertence a` intersecc¸a˜o das circunfereˆncias.
Conclusa˜o, ψ e σ intersectam-se em dois pontos P e Q, sendo P ∈ arco1
e Q ∈ arco2.
ψ
b
P
b
Q
σ
b
A
b
B
b
O
arco2
arco1α
2.3 Circunfereˆncias Ortogonais
Definic¸a˜o 2.3.1 (Circunfereˆncia Ortogonais). Duas circunfereˆncias σ e ϕ,
que se intersectam em dois pontos, sa˜o ortogonais se as rectas tangentes a
estas curvas, nos pontos de intersecc¸a˜o, forem ortogonais.
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Proposic¸a˜o 2.3.2. Sejam C1(O1, r1) e C2(O2, r2) circunfereˆncias de centros
O1 e O2 e raios r1 e r2, respectivamente.
As treˆs condic¸o˜es seguintes sobre C1(O1, r1) e C2(O2, r2) sa˜o equivalentes:
1. C1 e C2 sa˜o ortogonais.
2. Pot(O1, C2) = r
2
1
3. Pot(O2, C1) = r
2
2
Em particular se C1⊥C2 o centro de C1 e´ exterior a C2 e o centro de C2 e´
exterior a C1.
Demonstrac¸a˜o. Repare que, se C1 e C2 se intersectam em dois pontos P e Q
e sa˜o circunfereˆncias ortogonais tem-se [O1P ]⊥[O2P ] pois as rectas tangentes
a`s circunfereˆncias em P e Q sa˜o perpendiculares aos raios, o que e´ equivalente
a dizer que o triaˆngulo ∆[O1PO2] e´ rectaˆngulo.
b
O1
C1 b
P
b O2
C2
Vamos enta˜o provar as equivaleˆncias da Proposic¸a˜o.
• C1⊥C2 ⇔ Pot(O1, C2) = r21
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Demonstrac¸a˜o. (⇒)
Ora Pot(O1, C2)
Def
= O1O2
2 − r22
T. Pita´goras
= r21
(⇐)
Pot(O1, C2) = r
2
1 ⇔ O1O2
2 − r22 = r21 ⇔ O1O2
2
= r22 + r
2
1
Vamos agora justificar a existeˆncia do ponto P .
Ora Pot(O1, C2) > 0 implica que O1 e´ exterior a C2. Como O2 e´
interior a C2 temos que [O1O2] intersecta C2 num ponto A (Princ´ıpio
de Continuidade Elementar).
b
O1
b
O2
b
A
O1A = O1O2 − r2 =
√
r21 + r
2
2 − r2 < r1
Assim, A ∈ C2 e A e´ interior a C1.
Seja M o sime´trico de A em relac¸a˜o a O2.
b
O1
b
O2
b
A
b
M
M ∈ C2 e O1M > O1O2 > r1, M e´ exterior a C1. Pelo Princ´ıpio da
Continuidade circular C1 intersecta C2 em dois pontos P e Q.
Assim, tem-se O1O2
2
= O1P
2
+O2P
2
Por verificar o teorema de Pita´goras, podemos afirmar que o triaˆngulo
∆[O1PO2] e´ rectaˆngulo em P.
• C1⊥C2 ⇔ Pot(O2, C1) = r22
Demonstrac¸a˜o. A demonstrac¸a˜o e´ ana´loga a` anterior.
2.4. INVERSA˜O CIRCULAR 19
Definic¸a˜o 2.3.3. Seja C uma circunfereˆncia e T e U dois pontos de C na˜o
diametralmente opostos. O po´lo de TU e´ o ponto de intersecc¸a˜o das tangentes
a C em T e U .
Teorema 2.3.4. Seja σ uma circunfereˆncia de centro O e sejam T e U
pontos pertencentes a σ na˜o diametralmente opostos e P o po´lo de TU . Enta˜o
OP e´ a mediatriz de [UT ], as rectas TP e PU sa˜o sime´tricas relativamente a
OP , a circunfereˆncia δ com centro P e raio PT e´ ortogonal a σ e ∠PTU ∼=
∠PUT .
Demonstrac¸a˜o. Os triaˆngulos ∆[OPT ] e ∆[OPU ] sa˜o rectaˆngulos em T e U ,
pelo que
OP
2
= r2 + PT
2
= r2 + PU
2
b
O
σ
b
T
b
U
b
P
b
δ
Logo, podemos concluir que PU = PT e, sendo assim, a circunfereˆncia σ
e´ ortogonal a` circunfereˆncia δ de centro P e raios PU = PT .
Dado que OT = OU enta˜o PO e´ a mediatriz de [TU ], logo T e U sa˜o
sime´tricos em relac¸a˜o a PO. Como P e´ comum a`s duas rectas referidas,
temos que PT e PU sa˜o sime´tricos relativamente a PO.
Sendo iso´sceles o triaˆngulo ∆[TPU ] podemos afirmar que∠PTU ∼= ∠PUT .
2.4 Inversa˜o Circular
A inversa˜o na circunfereˆncia e´ uma transformac¸a˜o no plano que deixa fixos
os pontos numa dada circunfereˆncia e envia pontos interiores a` circunfereˆncia
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em pontos exteriores a` mesma e vice-versa.
Definic¸a˜o 2.4.1 (Inversa˜o na circunfereˆncia). Considere-se uma circun-
fereˆncia C de centro O e raio r. Seja A um ponto distinto de O (A 6= O),
chamamos inverso de A relativamente a C ao ponto A′ ∈ O˙A que verifica:
OA.OA′ = r2 (2.6)
b
O
C
b
A
b
A′
Assim, A′ e´ obtido a partir de A pela inversa˜o de A relativamente a`
circunfereˆncia C.
A rec´ıproca da condic¸a˜o e´ verdadeira. Ou seja, A′ e´ o inverso de A se e
so´ se A e´ o inverso de A′.
Consequeˆncias1 da definic¸a˜o de Inverso em relac¸a˜o a uma circunfereˆncia:
• Se A ∈ C enta˜o A′ ≡ A
• Se A ∈ int(C) enta˜o A′ ∈ ext(C)
• Se A ∈ ext(C) enta˜o A′ ∈ int(C)
• A` medida que A se aproxima de O, A′ afasta-se do mesmo.
Teorema 2.4.2. Seja σ uma circunfereˆncia e P e P ′ inversos um do outro
relativamente a σ tem-se que:
1. P ≡ P ′ se e somente se P pertence a` circunfereˆncia de inversa˜o σ.
Demonstrac¸a˜o. (⇒) Se P ≡ P ′, pela definic¸a˜o de inversa˜o
OP.OP ′ = r2 mas OP = OP ′
1Estas consequeˆncias sera˜o provadas mais adiante.
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Logo, OP ′
2
= r2 pelo que OP
2
= r2 e, consequentemente, OP = r
Ou seja, P ∈ σ.
(⇐)
Se P pertence a` circunfereˆncia de inversa˜o σ, OP = r logo OP.OP ′ =
r.OP ′ mas pela definic¸a˜o de inversa˜o OP.OP ′ = r2
Logo, r.OP ′ = r2 pelo que OP ′ = r e assim P ′ ∈ σ.
Como P ′ ∈ O˙P , P ≡ P ′.
2. Se P pertence ao interior de σ enta˜o P ′ pertence ao exterior de σ. Se
P pertence ao exterior de σ enta˜o P ′ pertence ao interior de σ (figura
seguinte).
b
O
σ
r
b
P ′
b
P
Demonstrac¸a˜o. Se P pertence ao interior de σ enta˜o OP < r
Temos, pela definic¸a˜o de inverso,
OP.OP ′ = r2
logo
OP.OP ′ < r.OP ′
Assim, r.OP ′ > r2 pelo que OP ′ > r pelo que conclu´ımos que P ′ e´
exterior a σ.
Analogamente, se OP > r (P e´ exterior a σ)
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OP.OP ′ = r2 (Definic¸a˜o de inversa˜o)
e
OP.OP ′ > r.OP ′
Logo, OP ′ < r, P ′ e´ interior a σ.
3. Se P ′ e´ o inverso de P e (P ′)′ o inverso de P ′ enta˜o (P ′)′ = P .
Demonstrac¸a˜o. Como P ′ e´ o inverso de P tem-se que: OP.OP ′ = r2
(Definic¸a˜o de inversa˜o)
Da mesma forma, como (P ′)′ e´ o inverso de P ′ tambe´m se tem que:
O(P ′)′.OP ′ = r2
Enta˜o,
OP.OP ′ = OP ′.O(P ′)′
⇒ OP = O(P ′)′
⇒ P ≡ (P ′)′
A u´ltima implicac¸a˜o resulta do facto de os pontos O,P, P ′ e (P ′)′ serem
colineares e pertencerem a` semi-recta O˙P .
Proposic¸a˜o 2.4.3. Se uma circunfereˆncia σ e´ perpendicular a ψ (nos seus
pontos de intersecc¸a˜o), enta˜o σ e´ transformada em si pro´pria pela inversa˜o
circular em ψ. Reciprocamente, se uma circunfereˆncia σ conte´m um par A
e A′, pontos inversos por inversa˜o circular em ψ, enta˜o σ e´ perpendicular a
ψ.
Demonstrac¸a˜o. Denotamos por r o raio de ψ. Seja σ uma circunfereˆncia
perpendicular a ψ e P e Q os pontos de intersecc¸a˜o de σ com ψ. Como
P,Q ∈ ψ, P,Q sa˜o transformados em si pro´prios pela inversa˜o em ψ.
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b
O
b
P
ψ
b
Q
b
O′
σ
b
A
b
A′
e
Seja A um ponto de σ (distinto de P e Q). A semi-recta O˙A intersecta
σ em outro ponto A′ pois O e´ exterior de σ e A e´ distinto de P e Q. Pela
Proposic¸a˜o 2.1.2 tem-se que Pot(O, σ) = OA.OA′. Assim, sendo r o raio
de ψ, pela Proposic¸a˜o 2.3.2, OA.OA′ = r2 pois ψ e σ sa˜o, por hipo´tese,
ortogonais. Enta˜o, pela definic¸a˜o de inverso em relac¸a˜o a uma circunfereˆncia,
A e A′ sa˜o inversos em relac¸a˜o a ψ.
Esta prova sustenta-se para qualquer A ∈ σ logo σ e´ transformada em si
pro´pria.
(⇐) Supondo agora, reciprocamente, que σ e´ uma circunfereˆncia que
conte´m os pontos A e A′, inversos um do outro relativamente a ψ. Pelo
Princ´ıpio da Continuidade Circular 2.2.2, σ e ψ intersectam-se dado que σ
conte´m um ponto A interior e um ponto A′ exterior a ψ. Sejam P e Q os
pontos de intersecc¸a˜o de σ e ψ. Observe tambe´m que O e´ exterior a σ pois
O ∈ AA′ \ [AA′].
b
O
b
P
Ψ
b
Q
b
O′
σ
b
A
b
A′
e
r
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Como, OA.OA′ = r2 (definic¸a˜o de inversa˜o)
temos
OA.OA′ = OP
2
pois P ∈ ψ
Pela Proposic¸a˜o 2.1.2 e dado que O ∈ ext(σ)
Pot(O, σ) = OA.OA′ = OP
2
= r2
Logo, pela Proposic¸a˜o 2.3.2, σ e ψ sa˜o ortogonais.
2.4.1 Construc¸o˜es Geome´tricas relacionadas com a in-
versa˜o circular
Esta secc¸a˜o apresenta diversas construc¸o˜es com o objectivo de representar
pontos inversos relativamente a uma dada circunfereˆncia ou outras con-
struc¸o˜es recorrendo a` inversa˜o. Cada uma das construc¸o˜es conte´m a funda-
mentac¸a˜o das opc¸o˜es tomadas consoante os dados conhecidos e os objectivos
a que se propo˜em.
1o CONSTRUC¸A˜O
Dados: Circunfereˆncia C(O, r) e ponto A ∈ int(C).
Objectivo: Representar A′, ponto inverso de A em relac¸a˜o a C.
Para representar geometricamente o pontoA′, devemos seguir as seguintes
etapas:
• Trac¸ar uma perpendicular a` semi-recta O˙A que conte´m o ponto A.
Designamos por P e Q os pontos de intersecc¸a˜o dessa perpendicular
com a circunfereˆncia C.
• Pelo ponto Q (ou, analogamente, pelo ponto P ) trac¸ar a recta t tan-
gente a` circunfereˆncia C.
• Seja A′ o ponto de intersecc¸a˜o da recta t com a semi-recta O˙A.
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t
b
O
C
b
A
b P
b
Q
b
A′
Ora, A e A′ sa˜o pontos inversos um do outro relativamente a` circun-
fereˆncia C, ou seja,
OA.OA′ = r2
Demonstrac¸a˜o. Para iniciar a demonstrac¸a˜o da afirmac¸a˜o anterior, consider-
emos a seguinte imagem.
b
O
C b
Q
b
P
b
A
b
A′
b
As rectas tangentes a C nos pontos P e Q intersectam a semi-recta O˙A
no mesmo ponto A′, por simetria de reflexa˜o relativamente a` recta OA pois
[PQ]⊥[OA] e PA = AQ. Os triaˆngulos ∆[OPA′] e ∆[OAP ] sa˜o semelhantes
pois teˆm dois aˆngulos iguais:
• ∠POA ∼= ∠A′OP ( aˆngulo comum aos dois triaˆngulos)
• OP̂A′ = OÂP = 90◦
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Enta˜o,
OA
OP
=
OP
OA′
⇔ OA.OA′ = OP 2 ⇔ OA.OA′ = r2
Podemos concluir enta˜o que A e A′ sa˜o inversos em C.
2o CONSTRUC¸A˜O
Dados: Duas circunfereˆncias C e C ′ ortogonais, ponto A ∈ int(C) e
A ∈ C ′.
Objectivo: Representar o ponto inverso A′, de A, em relac¸a˜o a C.
O inverso de A em relac¸a˜o a C e´ o segundo ponto de intersecc¸a˜o da
semi-recta O˙A com C ′ (um dos pontos de intersecc¸a˜o sera´ A e o outro sera´
A′).
b
O
C
b
O′
C ′
b
A
b
A′
A demonstrac¸a˜o da validade desta construc¸a˜o e´ apresentada na Proposic¸a˜o
da pa´gina 22.
3o CONSTRUC¸A˜O
Dados: Circunfereˆncia C(O, r) e um ponto A ∈ ext(C).
Objectivo: Representar o ponto inverso A′, de A, em relac¸a˜o a C.
Para representar geometricamente o pontoA′, devemos seguir as seguintes
etapas:
• Trac¸ar a semi-recta O˙A.
• Trac¸ar uma das tangentes a` circunfereˆncia C que passa por A e designa´-
la por m. Considerar T o ponto de intersecc¸a˜o de m com C.
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• Trac¸ar a recta perpendicular a O˙A que passe por T , e designa´-la por t
• A′ e´ o ponto de intersecc¸a˜o da recta t com a semi-recta O˙A e verifica
as condic¸o˜es de ser o inverso do ponto A em relac¸a˜o a C.
b
O
C
b
A′
b
A
m
b
T
t
b U
Demonstrac¸a˜o. Seja A ∈ ext(C) e Q o ponto me´dio de [OA]. Para esta
demonstrac¸a˜o tomaremos as rectas m e s, tangentes a C e que passam por
A. Sejam T e U , respectivamente, os pontos de intersecc¸a˜o de m e s com C.
Seja δ a circunfereˆncia de centro Q e que conte´m o ponto O.
b
O
C
b
T
b
U
b
A
b
Q
δ
m
s
bb
A′
Como A˙T e A˙U sa˜o tangentes a C, os triaˆngulos ∆[ATO] e ∆[AUO] sa˜o
rectaˆngulos em T e U , respectivamente. Logo T e U pertencem a` circun-
fereˆncia δ de diaˆmetro [OA]. Por simetria em relac¸a˜o a OA, a recta TU
corta-a ortogonalmente num ponto A′ ∈ [OA] ⊂ O˙A.
Assim, analogamente ao efectuado na 1o construc¸a˜o, se prova que os
triaˆngulos ∆[OTA] e ∆[OA′T ] sa˜o semelhantes, logo A e A′ sa˜o pontos in-
versos um do outro relativamente a` circunfereˆncia C.
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4a CONSTRUC¸A˜O
Dados: Circunfereˆncia C(O, r), pontos A e B interiores a C e na˜o col-
ineares a O.
Objectivo: Representar a circunfereˆncia ortogonal a C que conte´m A e B.
Para a construc¸a˜o da circunfereˆncia ortogonal a C deveremos seguir os
seguintes passos:
• Construir o lugar geome´trico dos centros das circunfereˆncias ortogonais
a C e que passam por A. Este lugar geome´trico representa uma recta
que designaremos por t.
• Analogamente para o ponto B. Designe a recta por s.
• Seja {P} = t ∩ s. A circunfereˆncia de centro em P e raio PA = PB e´
ortogonal a C.
b
O
C
b
A
b
B
b
E
t
b
H
s
b P
Demonstrac¸a˜o. Seja A′ o inverso de A relativamente a C e seja t a mediatriz
de [AA′]. A recta t e´ o lugar geome´trico dos centros das circunfereˆncias
ortogonais a C que passam por A. Com efeito, seja Ω ∈ t. A circunfereˆncia
de centro Ω que passa por A passa tambe´m por A′ (ΩA = ΩA′). Logo, pela
Proposic¸a˜o 2.4.3, esta circunfereˆncia e´ ortogonal a C. Por outro lado, se Ω e´
o centro de uma circunfereˆncia ortogonal que passa por A tem-se ΩA = ΩA′
pois esta circunfereˆncia tambe´m passa por A′ (Proposic¸a˜o 2.4.3). Logo Ω
pertence a` mediatriz de [AA′], ou seja, Ω ∈ t.
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Da mesma forma, consideremos a recta s, mediatriz de [BB′] onde B′ e´ o
inverso de B relativamente a C. Como A,B e O na˜o sa˜o colineares, as rectas
r e s na˜o sa˜o paralelas.
Como a recta t define todos os centros das circunfereˆncias ortogonais a C
que passam por A e a recta s todos os centros das circunfereˆncias ortogonais
a C que passam por B. Tem-se que o ponto de intersecc¸a˜o, P , das duas
rectas e´ o centro da circunfereˆncia ortogonal a C que passa simultaneamente
por A e B.
5a CONSTRUC¸A˜O
Dados: Circunfereˆncia C de centro O e dois pontos A e B na˜o colinares
e interiores a C.
Objectivo: Representar uma circunfereˆncia σ que, atrave´s da inversa˜o
circular em σ, transforma o ponto A no ponto B.
Para cumprir o objectivo proposto vamos percorrer as seguintes etapas:
• construir a circunfereˆncia δ⊥C e que conte´m os pontos A e B;
• representar a recta r que conte´m os pontos A e B;
• representar a recta s⊥r e que passa por B;
• trac¸ar a recta t, tangente a δ no ponto A;
• denotar por {M} = s ∩ t;
• construir a recta m⊥t que conte´m o ponto M ;
• denotar por {O′} = m ∩ r;
• construir a circunfereˆncia σ de centro O′ e raio O′M .
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s
m b
O
C
b
A
b
B
δ
r
t
b
M
b
O′
σ
Aplicando a inversa˜o relativamente a` circunfereˆncia σ temos que A e´ o
inverso de B.
Esta construc¸a˜o apresenta o processo inverso da construc¸a˜o 1 pelo que a
fundamentac¸a˜o para a validade desta construc¸a˜o e´ a mesma.
6a CONSTRUC¸A˜O
Dados: Circunfereˆncia C(O, r) e os pontos A e B interiores a C.
Objectivo: Representar a circunfereˆncia ortogonal a C, que conte´m os pon-
tos A e B.
Esta construc¸a˜o tem o mesmo objectivo que a 4o construc¸a˜o, contudo e´
bastante mais simples. Considerem-se enta˜o os passos seguintes:
• Representar o ponto A′ inverso de A em relac¸a˜o a C.
• Trac¸ar os segmentos de recta [AB] e [AA′] e as suas mediatrizes.
• Representar por P o ponto de intersecc¸a˜o dessas mediatrizes.
• P e´ o centro da circunfereˆncia ortogonal a C e que passa por A e B.
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b
O
C
b
A
bB
b
A′
b
P
Demonstrac¸a˜o. Ver demonstrac¸a˜o na Proposic¸a˜o 2.4.3.
2.4.2 Propriedades da Inversa˜o
Teorema 2.4.4. Seja σ uma circunfereˆncia de raio r e centro O e δ uma
circunfereˆncia de raio s e centro M . Supo˜e-se que O /∈ δ e seja p a sua
poteˆncia em relac¸a˜o a δ. Seja ainda M e k definidos do seguinte modo:
M =
{
M se O ∈ ext(δ)
sime´trico de M em relac¸a˜o a O se O ∈ int(δ) (2.7)
k =
{
r2
p
se O ∈ ext(δ)
−r2
p
se O ∈ int(δ) (2.8)
Enta˜o a imagem δ′ de δ pela inversa˜o em σ e´ a circunfereˆncia de raio ks,
cujo centro e´ a imagem M ′ de M pela homotetia de centro O e raza˜o k.
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bO
σ
b
M
δ
b
Q
b
P
s
r
b
P ′
b
A
b
A′
Demonstrac¸a˜o. Primeiramente vamos considerar o caso em que O e´ exterior
a δ e p = Pot(O, δ) = OM
2 − s2.
Considerando um ponto P ∈ δ enta˜o:
• O˙P intersecta δ em dois pontos (P e Q)
ou
• O˙P e´ tangente a δ no ponto P ≡ Q
Em qualquer um dos casos, tomando P ′ o inverso de P relativamente a
σ, temos:
OP ′
OQ
=
OP ′
OQ
.
OP
OP
=
r2
p
(definic¸a˜o de inversa˜o em σ e propriedades da poteˆncia por P ser exterior
a σ)
Sendo
r2
p
= k
enta˜o
OP ′
OQ
= k ⇔ OP ′ = k.OQ
Pela definic¸a˜o de homotetia, como P ′ ∈ O˙P = O˙Q, P ′ e´ a imagem de
Q pela homotetia de centro O e raza˜o k. Seja M ′ a imagem de M por esta
homotetia. Logo a circunfereˆncia δ′ de centro M ′ e raio ks e´ a imagem de δ
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pela homotetia de centro O e de raza˜o k.
No caso de O ser interior a δ, usaremos o mesmo racioc´ınio mas con-
siderando primeiramente a imagem de δ por simetria relativamente a O.
Teorema 2.4.5. Considere-se a circunfereˆncia σ de centro O e raio r. Rel-
ativamente a` inversa˜o circular em σ, podemos afirmar que:
1. Uma recta que passa por O e´ transformada em si pro´pria por inversa˜o
em σ.
2. Uma recta l que na˜o passa por O e´ transformada, por inversa˜o em σ,
numa circunfereˆncia que passa por O e vice-versa.
3. Se δ e´ uma circunfereˆncia que na˜o conte´m o ponto O enta˜o δ e´ trans-
formada em outra circunfereˆncia δ′ por inversa˜o em σ.
Demonstrac¸a˜o. 1. Este resultado segue imediatamente da definic¸a˜o de in-
verso, pa´gina 20, relativamente a uma circunfereˆncia pois para todo
P ∈ l, P ′ ∈ O˙P , ora O˙P ⊂ l logo P ′ ∈ l.
l
b
O
σ
2. Seja l uma recta que na˜o passa pelo centro O da circunfereˆncia σ.
Considere-se a recta OA⊥l, sendo A ∈ l e o ponto A′ inverso de A em
relac¸a˜o a σ. Seja δ a circunfereˆncia de diaˆmetro OA′ e B um ponto
pertencente a l. Considere-se tambe´m o segmento de recta [OB] e
{B′} = OB ∩ δ.
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l
bO
σ
b
B
b
A
b
A′
δ bB
′
Os triaˆngulos ∆[OAB] e ∆[OB′A′] sa˜o semelhantes porque teˆm o aˆngulo
de ve´rtice O em comum e um aˆngulo recto (∠OB′A′2 = ∠OAB), pelo
que:
OB′
OA
=
OA′
OB
logo
OA′.OA = OB′.OB ⇔ r2 = OB′.OB
Consequentemente, pela definic¸a˜o de inverso, pa´gina 20, B′ e´ inverso
de B em relac¸a˜o a σ.
O rec´ıproco deste teorema tambe´m e´ verdadeiro, ou seja, a inversa˜o da
circunfereˆncia δ que passa por O (centro de inversa˜o) e´ uma recta que
na˜o conte´m O e e´, simultaneamente, perpendicular a um diaˆmetro de
δ que conte´m O e paralela a` tangente a δ em O.
Para apoiar a demonstrac¸a˜o da afirmac¸a˜o anterior, vamos considerar a
figura seguinte:
2Este aˆngulo e´ recto porque esta´ inscrito num semi-circunfereˆncia.
2.4. INVERSA˜O CIRCULAR 35
b
O
σ
b
δ
b A
b
A′
b
P
b
P ′
l
Considerem-se os seguintes elementos:
• ponto A pertencente a` circunfereˆncia δ e diametralmente oposto
a O;
• P um ponto qualquer da circunfereˆncia δ, distinto de A;
• Relativamente a` circunfereˆncia σ, A′ e P ′ os pontos inversos de A
e P , respectivamente.
Pela definic¸a˜o de inversa˜o tem-se que,
OP.OP ′ = r2 e OA.OA′ = r2
Logo,
OP.OP ′ = OA.OA′
Ou seja,
OP ′
OA′
=
OA
OP
Pelo que se conclui que os triaˆngulos ∆[OP ′A′] e ∆[OAP ] sa˜o semel-
hantes e, consequentemente, ∠OA′P ′ = ∠OPA = 90o logo P ′ pertence
a` recta ortogonal a OA que conte´m A′, adiante designada por l.
Reciprocamente, sejam P ′ um ponto distinto de A′ tal que P ′ ∈ l e
P o ponto da recta OP ′ que intersecta δ. Tal como na demonstrac¸a˜o
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da primeira afirmac¸a˜o deste teorema, como os triaˆngulos ∆[OP ′A′] e
∆[OAP ] sa˜o semelhantes, conclui-se que OP.OP ′ = r2, que vem justi-
ficar que os pontos P e P ′ sa˜o inversos relativamente a` circunfereˆncia
σ.
3. No caso de a circunfereˆncia δ ser ortogonal a σ, a inversa˜o transforma
δ nela pro´pria pelo Teorema 2.4.3.
No caso de a circunfereˆncia δ na˜o ser ortogonal a σ, a inversa˜o trans-
forma δ em outra circunfereˆncia como referido e provado no primeiro
ponto do Teorema 2.4.4.
Teorema 2.4.6. Seja σ uma circunfereˆncia de raio r e centro O, δ uma
circunfereˆncia de raio s e centro C e δ′ a imagem de δ por inversa˜o em σ.
Suponhamos que O /∈ δ. Se P e´ um ponto qualquer em δ e P ′ e´ o seu inverso
relativamente a σ, enta˜o a tangente t′ a δ′ em P ′ e´ a reflexa˜o, atrave´s da
mediatriz de [PP ′], da tangente t a δ em P .
No caso limite de δ ser uma circunfereˆncia que passa por O, enta˜o δ′ e´ uma
recta que na˜o conte´m O e e´, para qualquer P ∈ δ de inverso P ′, a reflexa˜o
da tangente t a δ em P , pela mediatriz de [PP ′].
Demonstrac¸a˜o. So´ vamos tratar o caso O /∈ δ, O ∈ ext(δ) e P,O e C na˜o sa˜o
colineares.
Vamos considerar a imagem seguinte onde temos os seguintes elementos:
• circunfereˆncia δ′, circunfereˆncia inversa da circunfereˆncia δ;
• ponto P ′ ∈ δ′ inverso de P ∈ δ;
• recta t′ tangente a δ′ em P ′;
• recta t tangente a δ em P ;
• ponto Q, segundo ponto de intersecc¸a˜o de δ com OP ;
• recta u tangente a δ em Q;
• ponto R, po´lo de PQ.
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s
u
b
O
b
B
b
C
b
P
δ
b
Q
b
P ′
bC ′
b
A
r
s
m
b
M
t
t′
δ
d
b
R
γ ε
No teorema 2.4.4 prova´mos que OP ′ = k.OQ e P ′C ′ = k.QC pelo que
o triaˆngulo ∆[OP ′C ′] e´ semelhante ao ∆[OQC], logo, considerando a recta
t′⊥P ′C ′ e u⊥QC, dado que P ′C ′ ‖ QC enta˜o t′ ‖ u.
Podemos enta˜o afirmar que t′ e´ a imagem da recta u pela translac¸a˜o
associado ao vector ~QP ′. Esta recta u e´ a reflexa˜o de t em relac¸a˜o a` mediatriz
de [PQ] pelo Teorema 2.3.4 e, consequentemente, t e t′ intersectar-se-a˜o num
pontoM e, usando novamente o Teorema 2.3.4 temos que ∠RPQ = ∠MP ′Q.
Assim sendo, o triaˆngulo ∆[P ′MP ] e´ iso´sceles, pelo que P ′M = PM , logo
M pertence a` mediatriz de [PP ′] e podemos concluir que t′ e´ a imagem de t
pela reflexa˜o em relac¸a˜o a` mediatriz de [PP ′].
Definic¸a˜o 2.4.7 (Raza˜o Cruzada3). Sejam A, B, P e Q quatro pontos dis-
3Tambe´m conhecida por Raza˜o Dupla.
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tintos e colineares do plano cartesiano. A raza˜o cruzada e´ definida por:
[A,B;P,Q] =
AP
AQ
:
BP
BQ
=
AP.BQ
AQ.BP
(2.9)
A raza˜o cruzada depende da posic¸a˜o relativa dos pontos na dada recta.
Teorema 2.4.8 (A Inversa˜o preserva a raza˜o cruzada). Se A,B, P,Q sa˜o
quatro pontos distintos, O o centro de uma dada circunfereˆncia σ e A′, B′, P ′, Q′
pontos inversos de A,B, P,Q em σ, respectivamente, enta˜o:
[A,B;P,Q] = [A′, B′;P ′, Q′]
Demonstrac¸a˜o. Sejam dois pontos A e P e os seus inversos A′ e P ′, respec-
tivamente, e relativamente a σ.
b
O
σ
b
A
b
P
b
A′
b
P ′
Os triaˆngulos ∆[OAP ]e∆[OP ′A′] sa˜o semelhantes porque teˆm o aˆngulo
de ve´rtice O em comum e, pela definic¸a˜o de inverso temos que:
OA.OA′ = OP.OP ′ ⇔ OA
OP ′
= OP
OA′
(Lados proporcionais)
Assim, tambe´m
AP
OA
= A
′P ′
OP ′
Do mesmo modo, por um ponto Q colinear com A e P , temos: AQ
OA
= A
′Q′
OQ′
Logo,
AP
OA
AQ
OA
=
A′P ′
OP ′
A′Q′
OQ′
⇔ AP
OA
.
OA
AQ
=
A′P ′
OP ′
.
OQ′
A′Q′
⇒ AP
AQ
=
A′P ′
OP ′
.
OQ′
A′Q′
Analogamente para um ponto B, colinear com A e P , se tem,
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BP
OB
=
B′P ′
OP ′
e
BQ
OB
=
B′Q′
OQ′
Logo,
BP
OB
.
OB
BQ
=
B′P ′
OP ′
.
OQ′
B′Q′
BP
BQ
=
B′P ′
OP ′
.
OQ′
B′Q′
⇔ BQ
BP
=
OP ′
B′P ′
.
B′Q′
OQ′
E assim,
AP
AQ
.
BQ
BP
=
A′P ′.O′Q′
OP ′.A′Q′
.
OP ′.B′Q′
B′P ′.OQ′
pelo que
[A,B;P,Q] =
A′P ′
A′Q′
.
B′Q′
B′P ′
= [A′, B′;P ′, Q′]
Os inversos manteˆm a raza˜o cruzada.
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Cap´ıtulo 3
Disco de Poincare´
Neste cap´ıtulo demonstraremos que existe um modelo (Disco de Poincare´),
da Geometria Hiperbo´lica, onde se va˜o verificar todos os axiomas com as
definic¸o˜es apresentadas na primeira secc¸a˜o deste cap´ıtulo, cumprindo assim
o objectivo principal deste trabalho. Para tal, iniciaremos com a descric¸a˜o
do modelo do Disco de Poincare´, seguido da demonstrac¸a˜o da inversa˜o como
movimento r´ıgido neste modelo e, finalmente, com a prova da consisteˆncia
desta geometria na˜o-euclidiana, ou seja, a verificac¸a˜o dos axiomas apresen-
tados no 1o cap´ıtulo.
3.1 Descric¸a˜o do modelo e notac¸a˜o
O modelo do disco de Poincare´ e´ o conjunto de pontos interiores a um disco
Euclidiano C de raio r e centro O. Denotamos por D o conjunto de pontos
referidos anteriormente, ou seja,
D = {P |OP < r}
Neste modelo usaremos a notac¸a˜o C∞ para denotar a circunfereˆncia C
anteriormente descrita (pa´gina 11).
Assim, em D temos:
Pontos: Os pontos hiperbo´licos sa˜o os pontos interiores a C∞, tambe´m
conhecidos por pontos ordina´rios e denotam-se por letras maiu´sculas. Os
pontos pertencentes a` circunfereˆncia C∞ chamam-se pontos ideais e os pontos
pertencentes ao exterior de C∞ chamam-se pontos ultra-ideais.
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Ideal
Ordina´rio
Ultra-ideal
b
O
b
C∞
b
b
Usualmente, falaremos unicamente de pontos quando estes forem pontos
ordina´rios.
Rectas: As rectas hiperbo´licas sa˜o as intersecc¸o˜es de D com:
• as rectas euclidianas que passam por O
• as circunfereˆncias ortogonais a C∞
Estas rectas que passam por O e as circunfereˆncias ortogonais sera˜o
chamadas ”suportes”das rectas hiperbo´licas que definem. Como veremos
mais adiante, as rectas conteˆm, pelo menos, dois pontos e por dois pontos
passa uma u´nica recta. Assim, dados P e Q em D, denotamos por P )(Q a
recta hiperbo´lica que passa por P e Q. Tambe´m, quando P e Q pertencem a
C∞, usaremos a mesma notac¸a˜o para indicar a recta hiperbo´lica cujo suporte
intersecta C∞ em P e Q.
Nas imagens seguintes esta˜o representadas rectas hiperbo´licas em D.
P Qb bb
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Plano: O plano hiperbo´lico e´ o conjunto de pontos de D.
Qualquer alusa˜o a objectos ou propriedades da Geometria Hiperbo´lica e´
antecedida de P (Poincare´). Por exemplo: P-pontos; P-rectas; P-segmentos
de recta; P-relac¸a˜o.
Posic¸a˜o relativa de duas P-rectas na˜o concorrentes: Duas P-rectas
que na˜o se intersectem em D sa˜o chamadas de P-paralelas e podem ser de
dois tipos:
• Paralelas Assimpto´ticamente se se intersectarem em pontos per-
tencentes a C∞, ou seja, em pontos ideais. Na imagem seguinte, as
P-rectas p1, p2 e p3 sa˜o paralelas assimptoticamente a c.
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• Ultra-paralelas se na˜o tiverem qualquer ponto em comum, considerando
a circunfereˆncia C∞. Na imagem seguinte, as P-rectas p1, p2 e p3 sa˜o
ultra-paralelas a c.
b
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C∞
c
p1
p2
p3
b
P
Observe que, pelo ponto P , passam duas P-rectas paralelas a c.
3.2 Definic¸o˜es
Definic¸a˜o 3.2.1 (P-Noc¸a˜o de Pertenc¸a). A noc¸a˜o de um ponto pertencer a
uma recta, no sentido Hiperbo´lico, coincide com a noc¸a˜o de ”pertencer a”,
no sentido Euclidiano.
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A relac¸a˜o P-estar-entre sera´ definida a partir da relac¸a˜o estar-entre da
Geometria Euclidiana e da forma seguinte:
Seja P )(Q, onde P,Q ∈ C∞, uma P-recta. Vamos definir uma bijecc¸a˜o
π : P )(Q→ [PQ] \ {P,Q}
Se o suporte de P )(Q e´ uma recta que passa por O, P )(Q = [PQ]\{P,Q}
e π sera´ a identidade.
Suponhamos agora que o suporte de P )(Q e´ uma circunfereˆncia C1 de
centro O′ ortogonal a C∞.
Como P )(Q coincide com o interior do ∠PO′Q∩C1, para qualquer ponto
A ∈ P )(Q a semi-recta O˙′A intersecta o segmento [PQ] num u´nico ponto A′
distinto de P e Q e pomos π(A) = A′.
C∞
b
O
b
Q
b
P
b
O′
C1
b A
b
A′
Como para qualquer M ∈ [PQ] \ {P,Q} a semi-recta O′M intersecta o
arco menor C1 de extremidade P,Q num u´nico ponto, a aplicac¸a˜o π e´ bem
uma bijecc¸a˜o.
Nos dois casos (quer seja um arco de circunfereˆncia ou um diaˆmetro)
podemos estender esta bijecc¸a˜o a :
π˜ : P )(Q ∪ {P,Q} → [PQ]
colocando π˜(P ) = P e π˜(Q) = Q.
Tambe´m, para qualquer ponto U, V ∈ P )(Q, π proporciona uma bijecc¸a˜o
entre o arco menor de extremidades U, V ou o segmento [UV ] (no caso de o
suporte ser um diaˆmetro) e o segmento [π(U)π(V )].
Podemos enta˜o agora definir a relac¸a˜o P-estar-entre no disco de Poincare´.
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Definic¸a˜o 3.2.2 (P-Estar-entre). Se A, B e C forem P-pontos pertencentes
a uma P-recta γ = P )(Q com P,Q ∈ C∞, dizemos que B P-esta´-entre A e
C, (A ∗ B ∗ C), se π(A) ∗ π(B) ∗ π(C) na recta euclidiana PQ. Atrave´s da
bijecc¸a˜o π˜ podemos estender a relac¸a˜o P-estar-entre ao caso em que A ou C
pertencem a` fronteira.
b
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b
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b
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b
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b
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b
A′
Nas pro´ximas pa´ginas, quando nos referirmos ao disco de Poincare´ uti-
lizaremos unicamente a palavra ordem como sino´nimo da relac¸a˜o P-estar-
entre.
Definic¸a˜o 3.2.3 (P-Segmento de recta). Seja P )(Q uma recta hiperbo´lica
com P e Q os pontos ideais de D (extremos dessa P-recta). Dados A e B
pertencentes a P )(Q, o P-Segmento de recta A][B e´ o conjunto dos pontos
da P-recta P )(Q, constitu´ıdo pelos pontos A e B e todos os pontos que esta˜o
P-entre A e B.
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Assim, quando o suporte de P )(Q e´ uma circunfereˆncia ortogonal a C∞,
o segmento de recta hiperbo´lico A][B coincide com o arco menor de extrem-
idades A e B.
Definic¸a˜o 3.2.4 (P-semi-recta). Seja P )(Q uma recta hiperbo´lica com P e
Q os pontos ideais de D (extremos dessa P-recta). Dados A e B pertencentes
a P )(Q, a P-semi-recta com origem em A e que passa por B, denotada por
A˙)(B e´ o conjunto de pontos:
A][B ∪ {C ∈ P )(Q : A ∗B ∗ C}
Definic¸a˜o 3.2.5 (Semi-Tangente). Sejam A e B em D.
Se o suporte de A)(B e´ uma recta que passa por O, a semi-recta tangente a`
semi-recta A˙)(B em A e´ definida como sendo a P-semi-recta euclidiana A˙B.
Se o suporte de A˙)(B e´ uma circunfereˆncia σ de centro O′ ortogonal a
C∞, a P-semi-recta tangente a` P-semi-recta A˙)(B em A e´ definida como
sendo a intersecc¸a˜o da recta tangente a σ em A com o semi-plano fechado
delimitado pela recta O′A e que conte´m B.
Definic¸a˜o 3.2.6 (Aˆngulo Hiperbo´lico). Definimos aˆngulo Hiperbo´lico (P-
aˆngulo) entre duas p-semi-rectas com a mesma origem como sendo a reunia˜o
destas duas P-semi-rectas. A amplitude deste aˆngulo e´ definida como sendo
a do aˆngulo Euclidiano formado pelas semi-rectas tangentes a estas duas
semi-rectas hiperbo´licas.
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Na figura seguinte, tr e ts sa˜o, respectivamente, as semi-tangentes a r e
a s no ponto P .
b
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tr
Definic¸a˜o 3.2.7 (P-Congruente). Definimos congrueˆncia no modelo do disco
de Poincare´ da seguinte forma:
• Dois P-aˆngulos sa˜o P-congruentes, se teˆm a mesma amplitude, ou seja,
se os aˆngulos Euclidianos por eles definidos forem congruentes no sen-
tido usual do termo.
Nas figuras seguintes, tr e ts sa˜o, respectivamente, as semi-tangentes a
r e a s no ponto P .
b
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3.2. DEFINIC¸O˜ES 49
b
O
C∞
r
s
b
Aα
tr
b
O
C∞
r
s
• Sejam A e B dois pontos em D. Seja P )(Q a P-recta que conte´m A e
B sendo P e Q pontos ideais de D, tais que P ∗ A ∗ B e A ∗ B ∗ Q.
Sejam A′ e B′ dois pontos pertencentes a uma P-recta P ′)(Q′ com P ′
e Q′ pontos ideais de D e em que P ′ ∗ A′ ∗ B′ e A′ ∗B′ ∗Q′. Assim, o
P-segmento de recta A][B e´ P-congruente com o segmento A′][B′ se a
raza˜o cruzada [A,B;P,Q] for igual a` raza˜o cruzada [A′, B′;P ′, Q′]
b
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Observe que
[B,A;P,Q] =
BP
BQ
:
AP
AQ
=
1
[A,B;P,Q]
logo a quantidade |log[A,B;P,Q]| na˜o dependera´ da ordem de A e B.
Assim definimos:
Definic¸a˜o 3.2.8. Sejam A e B pontos de D, P e Q os pontos ideais extremos
da P-recta que passa por A e B. Definimos a distaˆncia no disco de Poincare´
atrave´s da fo´rmula:
dh(AB) = |log[A,B;P,Q]| (3.1)
A distaˆncia e´ sempre positiva e na˜o depende da ordem de A e B, ou seja,
dh(AB) = dh(BA).
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Assim, podemos dizer que os P-segmentos A][B e A′][B′ sa˜o congruentes
se e so´ se dh(AB) = dh(A
′B′).
Ainda observamos que, se A,B ∈ P )(Q com P,Q ∈ C∞ verificam P ∗A∗B
e A∗B∗Q tem-se AP < BP e BQ < AQ. Logo, nestas condic¸o˜es, AP.BQ
BP .AQ
< 1
e dh(AB) = −log[A,B;P,Q]
Proposic¸a˜o 3.2.9. Se A, B e D sa˜o treˆs pontos colineares na mesma P-recta
e A ∗B ∗D enta˜o dh(AD) = dh(AB) + dh(BD).
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Demonstrac¸a˜o. Sejam A, B e D pontos de D e P e Q os pontos ideais ex-
tremos da P-recta que passa por A e B tais que P ∗A ∗B e B ∗D ∗Q.
A igualdade seguinte e´ verdadeira,
AP.DQ
AQ.DP
=
AP.BQ
AQ.BP
.
BP.DQ
BQ.DP
⇔ [A,D;P,Q] = [A,B;P,Q].[B,D;P,Q]
Aplicando logaritmos a ambos os membros temos,
log([A,B;P,Q].[B,D;P,Q]) = log([A,D;P,Q])
⇔ log([A,B;P,Q]) + log([B,D;P,Q]) = log([A,D;P,Q])
Assim,
−log([A,B;P,Q])− log([B,D;P,Q]) = −log([A,D;P,Q])
Pela ordenac¸a˜o dos pontos, isto significa exactamente (ver observac¸a˜o
anterior) que dh(AB) + dh(BD) = dh(AD)
3.3 Movimento r´ıgido no Disco de Poincare´
Segundo Hartshorne ([17]), definimos Movimento R´ıgido no disco de Poincare´
do seguinte modo:
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Definic¸a˜o 3.3.1. Um Movimento Rı´gido no disco de Poincare´ e´ uma aplicac¸a˜o
ϕ : D → D
tal que:
1. ϕ envia P-rectas em P-rectas.
2. ϕ preserva a ordem1 de pontos colineares.
3. Para quaisquer dois pontos A e B tem-se que o P-segmento de recta de
extremidades A e B e´ congruente ao P-segmento de recta de extremi-
dades ϕ(A) e ϕ(B).
4. A imagem de um P-aˆngulo por ϕ e´ um P-aˆngulo com a mesma medida
de amplitude.
Repare que a composic¸a˜o de dois movimentos r´ıgidos e´ ainda um movi-
mento r´ıgido.
Um primeiro exemplo de um movimento r´ıgido e´ a reflexa˜o relativamente
a uma recta que passa pelo centro de D. Na˜o vamos provar esta afirmac¸a˜o
mas vamos provar um caso mais complexo.
Teorema 3.3.2. Seja δ uma circunfereˆncia ortogonal a` circunfereˆncia C∞.
Enta˜o a inversa˜o em δ, ϕδ, e´ um movimento r´ıgido do disco de Poincare´ que
fixa os pontos de δ e troca os ”semi-planos”definidos por δ, isto e´, as duas
regio˜es 2 de D definidas por δ (D ∩ int(δ) e D ∩ ext(δ)).
Demonstrac¸a˜o. Considerem-se as circunfereˆncias δ e C∞ ortogonais sendo C
o centro de δ e s o seu raio.
Comec¸amos por verificar que ϕδ(D) ⊆ D.
Pelo Teorema 2.4.3 tem-se que C∞ e´ transformada em C∞ por inversa˜o
em δ, dado que δ e C∞ sa˜o ortogonais.
Seja P um ponto tal que P ∈ int(C∞) e P ∈ ext(δ), assim, pela Proposic¸a˜o
2.2.1, C˙P intersecta C∞ em dois pontos Q e Q
′. Estes pontos Q e Q′ sa˜o
inversos um do outro relativamente a δ.
Considere-se agora o ponto P ′ inverso de P por ϕδ.
1Ou seja, preserva a relac¸a˜o P-estar-entre.
2De seguida estas regio˜es sera˜o chamadas de P-semi-planos.
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Pelas condic¸o˜es acima referidas temos que:
CQ.CQ′ = s2 = CP.CP ′ (3.2)
Como Q ∗ P ∗Q′ e C ∈ ext(C∞) temos
CQ < CP < CQ′ ou CQ > CP > CQ′
Vamos supor que CQ < CP < CQ′ temos enta˜o
s2
CQ
>
s2
CP
>
s2
CQ′
Utilizando a igualdade 3.2 sabemos que:
s2
CP
= CP ′ ;
s2
CQ
= CQ′ ;
s2
CQ′
= CQ
Logo CQ′ > CP ′ > CQ permitindo-nos concluir que Q′ ∗P ′ ∗Q, ou seja,
P ′ ∈ int(C∞).
O racioc´ınio e´ ana´logo para o caso de CQ > CP > CQ′ concluindo-se
com o facto de P ′ ∈ int(C∞).
Assim, ϕδ(D) ⊆ D, ou seja, o interior de C∞ e´ transformado no interior
de C∞ por ϕδ. Como ϕδ fixa os pontos de δ e troca o interior com o exterior
de δ, fica ja´ provado que ϕδ troca os semi-planos definidos por δ.
Queremos agora provar que P-rectas sa˜o transformadas em P-rectas. Para
tal, consideremos as P-rectas da seguinte forma:
• Diaˆmetro que passa por C. Neste caso, pelo Teorema 2.4.5, esta P-recta
e´ transformada em si pro´pria.
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• Diaˆmetro que na˜o passa por C. Neste caso, tambe´m pelo Teorema 2.4.5
esta P-recta e´ transformada numa circunfereˆncia c′ que passa por C.
Ora, dado que a inversa˜o preserva C∞ e a medida de amplitude dos
aˆngulos (Teorema 2.4.4), a circunfereˆncia c′ e´ ortogonal a C∞, logo e´
uma P-recta.
• Arco ortogonal que na˜o passa por C. Fazendo refereˆncia novamente ao
Teorema 2.4.5, podemos afirmar que as circunfereˆncias suporte destes
arcos ortogonais que na˜o conteˆm o ponto C sa˜o enviadas em outras
circunfereˆncias. Mais uma vez, dado que a inversa˜o preserva C∞ e a
medida de amplitude dos aˆngulos (Teorema 2.4.4), as circunfereˆncias
ortogonais a C∞ sa˜o enviadas em circunfereˆncias ortogonais a C∞, logo
sa˜o P-rectas.
• Arco ortogonal que passa por C. Pelo Teorema 2.4.5 as circunfereˆncias
suportes destes arcos, pela inversa˜o em δ, sa˜o enviadas em rectas que
na˜o passam por C. Vamos provar que esta recta e´ um diaˆmetro de C∞.
Considere-se enta˜o o ponto O′ inverso de O relativamente a δ, pelo que
CO′.CO = s2.
b
O
C∞
δ
r
bO
′
b C
sσ
Vamos provar que O′ e´ o inverso de C pela inversa˜o em C∞, ou seja,
OO′.CO = r2, em que r e´ o raio da circunfereˆncia C∞.
Pelo facto de C∞ e δ serem ortogonais tem-se que s
2+r2 = OC
2
. Tambe´m,
por O ∈ ext(δ) e O′ ∈ int(δ) e, O ∗ O′ ∗ C (dado que OC e´ uma recta
euclidiana)
CO = CO′ +OO′ ⇔ OO′ = CO − CO′
Assim,
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OO′.OC = (CO − CO′).OC = OC2 − CO′.OC = OC2 − s2 = r2
Da igualdade anterior conclu´ımos que O′ e´ o inverso de C pela inversa˜o
em C∞. Assim, qualquer circunfereˆncia ortogonal a C∞ que passa por C
tambe´m passa por O′.
Podemos enta˜o concluir que, se tivermos uma P-recta cujo suporte e´ uma
circunfereˆncia ortogonal a C∞ e que passa por C, a imagem do suporte sera´
uma recta que passa por O e, por preservar D e C∞, a imagem da P-recta
considerada sera´ um diaˆmetro, ou seja, uma P-recta.
Como a inversa˜o em δ preserva as P-rectas e a ordem, a imagem de um
P-segmento e´ um P-segmento e, pelo Teorema 2.4.8 verifica-se que estes P-
segmentos sa˜o congruentes. Por preservar as P-rectas e a ordem, a imagem
por δ de uma P-semi-recta tambe´m e´ uma P-semi-recta pelo que a imagem
de por δ de um aˆngulo e´ um aˆngulo.
Resta-nos verificar agora que a ordem e´ preservada. Consideremos enta˜o
os pontos A, B e D colineares (numa P-recta) e interiores a C∞ tais que
A ∗B ∗D.
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Sendo A′ = ϕδ(A), B
′ = ϕδ(B) e D
′ = ϕδ(D), estes pontos sa˜o colin-
eares (P-rectas sa˜o transformadas em P-rectas) pelo que teremos treˆs casos
poss´ıveis:
1. A′ ∗D′ ∗B′
2. B′ ∗ A′ ∗D′
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3. A′ ∗B′ ∗D′
Pela Proposic¸a˜o 3.2.9, como A ∗B ∗D temos
dh(AD) = dh(AB) + dh(BD)
e, pelo Teorema 2.4.8 sabemos que
dh(A
′D′) = dh(A
′B′) + dh(B
′D′)
Assim, se A′ ∗D′ ∗B′
dh(A
′B′) = dh(A
′D′) + dh(D
′B′)
= dh(A
′B′) + dh(B
′D′) + dh(B
′D′)
= dh(A
′B′) + 2dh(B
′D′)
⇒ dh(B′D′) = 0
o que e´ imposs´ıvel.
Analogamente se prova que B′ ∗A′ ∗D′ na˜o e´ poss´ıvel e por isso podemos
afirmar que A′ ∗B′ ∗D′.
Relativamente a` amplitude dos aˆngulos vamos considerar como suporte
de a e b duas P-semi-rectas de origem em M cujo aˆngulo tem amplitude α.
Assim, {M} = a ∩ b e seja a′, b′ e M ′ as imagens de a, b e M pela inversa˜o
em δ. Os arcos de circunfereˆncia que na˜o conteˆm o ponto O (P-rectas) sa˜o
transformadas em arcos de circunfereˆncia ortogonais a C∞ como foi referido
anteriormente e, pelo Teorema 2.4.4, as tangentes a a′ e b′ em M ′ sa˜o a re-
flexa˜o, relativamente a` mediatriz de [MM ′], das tangentes a a e b em M .
A imagem do aˆngulo considerado tera´ amplitude α ou π − α. De facto, e´
poss´ıvel demonstrar que e´ exactamente α.
b
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b
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Se os arcos de circunfereˆncia conteˆm o ponto C enta˜o sa˜o transformadas
em diaˆmetros que na˜o passam pelo ponto C que e´ um caso particular referido
no ponto dois do Teorema 2.4.5. Assim estes diaˆmetros sa˜o imagem pela
reflexa˜o relativamente a` mediatriz de [MM ′] das tangentes aos arcos de cir-
cunfereˆncia no ponto M . No caso de ser um diaˆmetro que passa por C, este
diaˆmetro e´ transformado em si pro´prio (Teorema 2.4.5). Em todos estes ca-
sos, a imagem do aˆngulo α e´ π ou π−α. Mais uma vez, e´ poss´ıvel demonstrar
que e´ exactamente α.
Depois de tudo isto, podemos enta˜o concluir que a inversa˜o e´ um movi-
mento r´ıgido do Disco de Poincare´ que fixa δ e troca os semi-planos definidos
por δ.
Proposic¸a˜o 3.3.3. Existem movimentos r´ıgidos no modelo de Poincare´ tais
que:
1. Para quaisquer dois pontos A e B, existe um P-movimento r´ıgido que
envia A em B.
2. Dados P-pontos A, B e B′, existe um P-movimento r´ıgido que fixa A
e envia a semi-recta A˙B na semi-recta A˙B′.
3. Para qualquer P-recta l existe um P-movimento r´ıgido que fixa todos
os pontos de l e troca os semi-planos opostos definidos por l.
Demonstrac¸a˜o. Ponto 3
A verificac¸a˜o deste ponto foi demonstrada na proposic¸a˜o anterior.
Ponto 1
Vamos primeiramente ver que existe uma inversa˜o que transforma o ponto
A no centro O do disco de Poincare´. Com efeito, considerando o inverso A′
de A relativamente a` circunfereˆncia C∞ e as tangentes a C∞ passando por
A′, a circunfereˆncia ρ de centro A′ que passa pelos pontos de tangeˆncia (P e
Q) e´ uma circunfereˆncia ortogonal a C∞.
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Assim temos
AA′.OA′ = (OA′ − OA).OA′ = OA′2 − OA.OA′ = OA′2 −OQ2 = A′Q2
Isto mostra que O e´ a imagem de A pela inversa˜o em ρ. Do mesmo modo
existe uma inversa˜o que envia O em B. Como inverso˜es sa˜o movimentos
r´ıgidos e a composic¸a˜o de dois movimentos r´ıgidos e´ um movimento r´ıgido, a
composic¸a˜o destas duas inverso˜es resulta num movimento r´ıgido que envia o
ponto A no ponto B.
Ponto 2
Dados os pontos ordina´rios A, B e B′, pelo ponto 1, podemos considerar
um P-movimento r´ıgido ϕρ (inversa˜o em relac¸a˜o a` circunfereˆncia ρ) que envia
A em O e tal que C = ϕρ(B) e C
′ = ϕρ(B
′).
As P-semi-rectas de origem O que passam por C e C ′ coincidem com as
semi-rectas euclidianas O˙C e O˙C ′. Seja l a bissectriz (interior) de O˙C e O˙C ′
e θ a reflexa˜o em relac¸a˜o a l. A imagem D = θ(C) pertence a` semi-recta
O˙C ′.
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Consideremos agora o P-movimento r´ıgido (ρ−1 ◦ θ ◦ ρ) aplicado a cada
um dos pontos:
(ρ−1 ◦ θ ◦ ρ)(A) = ρ−1(θ(ρ(A))) = ρ−1(θ(O)) = ρ−1(O) = A (A e´ fixo)
(ρ−1 ◦ θ ◦ ρ)(B) = ρ−1(θ(ρ(B))) = ρ−1(θ(C)) = ρ−1(D)
Como os movimentos r´ıgidos preservam a ordem e as P-rectas e como
D ∈ O˙C ′ = O˙)(C ′, ρ−1(C ′) = B′ podemos concluir que (ρ−1 ◦ θ ◦ ρ)(B) ∈
A˙)(B′.
Logo, a P-semi-recta A˙)(B e´ enviada na P-semi-recta A˙)(B′, deixando
portanto o ponto A fixo.
3.4 Consisteˆncia da Geometria Hiperbo´lica
Usando os axiomas de Hilbert e alguns teoremas da Geometria Euclidiana,
provaremos com as definic¸o˜es anteriores, de seguida, no modelo do Disco de
Poincare´, todos os axiomas da Geometria Hiperbo´lica sa˜o verificados.
3.4.1 Axiomas de Incideˆncia
I1 - Por dois pontos passa uma u´nica linha recta.
Demonstrac¸a˜o. Sejam A e B dois pontos de D. Se A e B forem colineares
com O, enta˜o a P-recta sera´ o diaˆmetro aberto de C∞. Esta recta e´ u´nica
pela verificac¸a˜o do axioma I1 na Geometria Euclidiana.
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Se A, B e O forem na˜o colineares, a P-recta sera´ um arco de uma circun-
fereˆncia ortogonal a` circunfereˆncia C∞. SejamA
′ o inverso de A relativamente
a C∞ e σ a circunfereˆncia (u´nica) que conte´m os pontos A, B e A
′.
b
O
C∞
b
P
b
Q
σ
b
A
b
B
c
b
A′
Logo, pela Proposic¸a˜o 2.4.3, C∞ e σ sa˜o ortogonais.
Assim, P )(Q, onde P e Q sa˜o os pontos de intersecc¸a˜o de C∞ e σ, e´ uma
P-recta que conte´m A e B.
Vejamos agora que esta P-recta e´ u´nica por reduc¸a˜o ao absurdo.
Seja σ′ outra circunfereˆncia nas mesmas condic¸o˜es.
b
O
C∞ σ′
b
A
b
C
Como A ∈ D, seja C a segunda intersecc¸a˜o da semi-recta O˙A com a
circunfereˆncia σ′ (a semi-recta O˙A na˜o pode ser tangente a σ′ 3 logo intersecta
σ′ em dois pontos). Dado que σ′ e C∞ sa˜o ortogonais, pelas Proposic¸o˜es 2.1.2
e 2.3.2,tem-se que:
r2 = Pot(O, σ′) = OA.OC.
Pela definic¸a˜o de inverso, C e´ o inverso de A relativamente a C∞. Como
o inverso e´ u´nico enta˜o A′ ≡ C.
Logo, σ ≡ σ′, ou seja, ha´ uma u´nica P-recta que conte´m dois pontos de
D na˜o colineares com O.
3Se fosse tangente enta˜o OA = r mas como A e´ interior a D tem-se que OA < r.
3.4. CONSISTEˆNCIA DA GEOMETRIA HIPERBO´LICA 61
I2 - Toda a recta conte´m, pelo menos, dois pontos.
Demonstrac¸a˜o. Seja l = P )(Q uma P-recta onde P e Q designam os pontos
de intersecc¸a˜o do suporte da P-recta com a circunfereˆncia C∞.
• Se P )(Q e´ um diaˆmetro enta˜o conte´m o centro O da circunfereˆncia.
b
O
b
PC∞
bQ
C1 l
Sendo D o disco de Poincare´, de centro O e raio r, se considerarmos
a circunfereˆncia Euclidiana C1(O,
r
2
) teremos o ponto P ∈ ext(C1) e o
ponto O ∈ int(C1). Logo, pela Proposic¸a˜o 2.2.2, a recta intersecta C1
em dois pontos e como C1 ⊂ D, esses dois pontos pertencem a D.
• Suponhamos agora que o suporte de P )(Q e´ uma circunfereˆncia C1
ortogonal a C∞.
b
O
b
P
C∞
b
Q
b
O′
C1
b
B
b A
b
C
bE
b
b
N
b
M
Recorde a bijecc¸a˜o π constru´ıda na pa´gina 45:
π : P )(Q→ [PQ] \ {P,Q}
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Escolhendo dois pontos existem, pelo menos, dois pontos distintos em
[PQ] \ {P,Q} (por exemplo L ponto me´dio de [PQ] e K ponto me´dio
de [LP ]). Logo, π−1(L) e π−1(K) sa˜o dois pontos distintos da recta
P )(Q.
I3 - Existem, pelo menos, treˆs pontos que na˜o esta˜o sobre a mesma recta.
O axioma I3 e´ uma conjugac¸a˜o de duas afirmac¸o˜es:
• Existem 3 pontos distintos P,Q,M .
• P /∈ Q)(M , Q /∈ P )(M e M /∈ P )(Q.
Ou seja, ha´ 3 pontos na˜o colineares.
Demonstrac¸a˜o. Considerem-se A e B dois pontos pertencentes a C∞.
No modelo de Poincare´, a recta A)(B pode ser um diaˆmetro ou um arco
de circunfereˆncia ortogonal a C∞.
Considere-se um ponto C pertencente a C∞, distinto de A e de B, tal que
A)(C ou A)(B seja um diaˆmetro de C∞.
Se B e´ diametralmente oposto a A enta˜o C e´ qualquer ponto de C∞
distinto de A e de B. Se B na˜o e´ diametralmente oposto a A enta˜o C e´ o
ponto diametralmente oposto a A.
Suponhamos que A)(B e´ um diaˆmetro de C∞ e A)(C e´ um arco de cir-
cunfereˆncia ortogonal a C∞.
Pelo axioma I2, em A)(B existem dois pontos distintos P e Q. Se P e
Q pertencessem a` recta A)(C, por I1, A)(C e A)(B representariam a mesma
recta, logo B ≡ C o que contradiz a construc¸a˜o de C ser distinto de A e B.
Analogamente, por I2, a recta A)(C tem pelo menos dois pontos e seja
M um desses pontos. M na˜o pode pertencer a` recta A)(B caso contra´rio P ,
Q e M seriam colineares e C seria igual a B, o que contraria a hipo´tese.
Assim, ha´ treˆs pontos na˜o colineares.
3.4.2 Axiomas de Ordem
Recorde novamente que, dado P e Q em C∞, e´ dada a bijecc¸a˜o π da pa´gina
45, em que se baseia a definic¸a˜o de ordem, mais precisamente, sendo A,B e C
em P )(Q, para qualquer ponto C ∈ P )(Q, temos A∗B∗C se π(A)∗π(B)∗π(c)
onde
π : P )(Q→ [PQ] \ {P,Q}
Vamos, nesta secc¸a˜o, utilizar esta bijecc¸a˜o sem mais refereˆncia.
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O1 - Se um ponto B esta´ entre um ponto A e um ponto C, A ∗ B ∗ C,
enta˜o A, B e C sa˜o treˆs pontos distintos de uma recta e C ∗B ∗ A.
Demonstrac¸a˜o. Sejam A,B,C tais que A ∗B ∗C. Temos de mostrar as treˆs
seguintes condic¸o˜es:
1. A, B, C sa˜o pontos distintos
2. A, B, C pertencem a` mesma recta
3. C ∗B ∗ A
Dado que A∗B∗C, consideremos a bijecc¸a˜o π definida na pa´gina 45 onde,
na Geometria Euclidiana tem-se π(A) ∗π(B) ∗π(C) e as treˆs condic¸o˜es atra´s
indicadas esta˜o verificadas. Pela bijecc¸a˜o π podemos assumir as mesmas
concluso˜es na Geometria Hiperbo´lica.
O2 - Para quaisquer dois pontos distintos A e B, existe um ponto C tal
que A ∗B ∗ C.
Demonstrac¸a˜o. Sejam A e B, pontos distintos, pertencentes a uma P-recta
P )(Q, com P,Q ∈ C∞. Existe um par de bijecc¸o˜es inversas uma da outra
(ψ e ψ−1) entre o segmento euclidiano ”aberto”[PQ] \ {P,Q} e a recta real
R que preservam a relac¸a˜o estar-entre.
ψ : [PQ] \ {P,Q} →← R : ψ−1
Compondo com a bijecc¸a˜o π, tem-se que ψ(π(A)) e ψ(π(B)) pertencem
a` recta real R. Assim, podemos afirmar que existe um ponto Cˆ ∈ R tal que
ψπ(A) ∗ ψπ(B) ∗ Cˆ.
Logo, ψ−1(Cˆ) ∈ [PQ] \ {P,Q} verifica a relac¸a˜o π(A) ∗ π(B) ∗ ψ−1(Cˆ)
o que significa que o ponto π−1ψ−1(Cˆ) e´ um ponto de P )(Q que verifica
A ∗B ∗ π−1ψ−1(Cˆ).
O3 - Se A, B e C sa˜o treˆs pontos distintos pertencentes a` mesma recta
enta˜o um e apenas um deles esta´ entre os outros dois.
Demonstrac¸a˜o. Se A∗B ∗C com A, B e C pertencem a um diaˆmetro de C∞,
pertencem tambe´m a uma recta usual do plano euclidiano, ou seja, verificam
o axioma de ordem O3.
Se A, B e C pertencerem a um arco de circunfereˆncia ortogonal a C∞
com A ∗ B ∗ C tem-se π(A) ∗ π(B) ∗ π(C) logo, pela bijecc¸a˜o definida na
pa´gina 45 o mesmo se verifica na Geometria Hiperbo´lica.
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O4 (Axioma de Pasch) - Sejam A, B e C pontos ordina´rios de D e l uma
P-recta tal que A,B,C sa˜o na˜o colineares e na˜o pertencem a l. Enta˜o:
Se o P-segmento de recta A][B intersecta l enta˜o l intersecta A][C ou
B][C.
Demonstrac¸a˜o. Se o ponto de intersecc¸a˜o de A][B com l for um dos pontos
A ou B enta˜o obviamente que a P-recta l intersecta um dos P-segmentos de
recta A][C ou B][C.
No caso contra´rio seguiremos a demonstrac¸a˜o do seguinte modo:
Hipo´tese:
A][B intersecta l num ponto E 6= A,B. Isto implica, em particular, que
A ∗ E ∗B.
1o Caso
O suporte de l e´ uma circunfereˆncia σ ortogonal a C∞.
Vamos provar que ha´ so´ quatro possibilidades:
(i) A][B e´ um arco de circunfereˆncia, A e´ interior a σ e B e´ exterior a σ
(ii) A][B e´ um arco de circunfereˆncia, A e´ exterior a σ e B e´ interior a σ
(iii) A][B e´ um diaˆmetro, A e´ interior a σ e B e´ exterior a σ
(iv) A][B e´ um diaˆmetro, A e´ exterior a σ e B e´ interior a σ
Em qualquer um dos casos, A e B esta˜o em ”lados opostos”relativamente
a σ e, como C /∈ σ, C ∈ int(σ) ou C ∈ ext(σ). Nestas condic¸o˜es podemos
mostrar que a P-recta l vai intersectar A][C ou B][C. Com efeito supon-
hamos que A e´ interior a σ e B e´ exterior a σ. Se C ∈ ext(σ) enta˜o A][C
intersecta l dado que A ∈ int(σ). Este facto e´ sustentado pelos Princ´ıpios de
Continuidade (pa´gina 15) quer A][C seja uma arco de circunfereˆncia ou um
diaˆmetro. Da mesma forma, se C ∈ int(σ) enta˜o B][C intersecta l dado que
B ∈ ext(σ).
Basta enta˜o provar que as possibilidades descritas em (i) e (iv) sa˜o as
u´nicas. Suponhamos primeiramente que A][B e´ um arco da circunfereˆncia δ
ortogonal a C∞.
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C∞
l
b
O
b
A
b
B
δ
b
P
b
Q
σ
b E
b
E ′
Sejam P e Q os pontos de intersecc¸a˜o de δ com C∞ tais que P ∗ A ∗B e
A∗B∗Q. Como δ intersecta l num ponto E ∈ D tambe´m intersecta l no ponto
E ′ inverso de E em relac¸a˜o a C∞. Por consequeˆncia σ e C∞ intersectam-se
em dois pontos que sa˜o distintos de P e Q. Portanto P deve ser exterior ou
interior a σ. Suponhamos que P ∈ int(σ). Logo ∀M ∈ P ][E,M ∈ int(γ)
pois, caso contra´rio, existiria um segundo ponto de intersecc¸a˜o entre δ e σ
no interior de D, o que e´ exclu´ıdo.
Como σ e δ intersectam-se, δ possui um ponto F exterior a σ. Sabemos
que F ∈ Q][E. Suponhamos que Q e´ interior a σ. Se F ∈ Q][E obtemos um
segundo ponto de intersecc¸a˜o de δ e σ em D, o que e´ imposs´ıvel.
Se F /∈ D, como P e Q sa˜o interiores a σ, vamos obter dois pontos de
intersecc¸a˜o de δ e σ no exterior de D, o que tambe´m e´ imposs´ıvel. Logo
Q deve ser exterior a σ e todos os pontos pertencentes a Q][E tambe´m sa˜o
exteriores a σ (caso contra´rio obte´m dois pontos de intersecc¸a˜o em D).
Como A ∗ E ∗B e P ∗ A ∗B, considerando a bijecc¸a˜o
π˜ : P )(Q ∪ {P,Q} −→ [PQ]
descrita em 3.2, temos na recta euclidiana PQ, π(A) ∗ π(E) ∗ π(B) e
P ∗ π(A) ∗ π(B). Por conseguinte, podemos dizer 4 que P ∗ π(A) ∗ π(E) o
que implica que P ∗A ∗E, logo A ∈ int(σ). Do mesmo modo se A ∗B ∗Q e
A ∗ E ∗B deduzimos que E ∗B ∗Q, ou seja, B ∈ ext(σ).
4A prova desta implicac¸a˜o, na Geometria Euclidiana, pode ser consultada em ([17, pa´g.
77])
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De forma ana´loga, supondo que P ∈ ext(σ) se prova que Q ∈ int(σ) e
segue-se que A e´ exterior a σ e B e´ inetrior a σ. Portanto, no caso de o
suporte de A][B ser uma circunfereˆncia so´ ha´ duas possibilidades (i) e (ii).
No caso de A][B estar contido num diaˆmetro, o racioc´ınio e´ ana´logo,
utilizando o facto que se P ∈ int(σ) e Q ∈ ext(σ) enta˜o [PQ] ”corta”a
circunfereˆncia num ponto. Podemos concluir que (iii) e (iv) sa˜o as u´nicas
possibilidades.
2o Caso
Se l e´ um diaˆmetro,
A][B ∩ l = {E}
logo A e B pertencem a semi-planos opostos H ′ e H definidos por l.
Neste caso temos as seguintes possibilidades:
(i) A][B e´ um diaˆmetro e sendo assim E e´ o centro da circunfereˆncia C∞.
H
H’
b
E
C∞
l
b
A
b
B
Se C ∈ H enta˜o l intersecta A][C.
Se C ∈ H ′ enta˜o l intersecta B][C.
(ii) A][B e´ um arco de circunfereˆncia.
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C∞
l
H
H’
b
O
b
P
b
A
b
B
σ
b
b
bQ
b
E
Se C ∈ H enta˜o l intersecta A][C.
Se C ∈ H ′ enta˜o l intersecta B][C.
Os argumentos usados na demonstrac¸a˜o anterior permitem, em particular,
afirmar que se uma P-recta l (de suporte σ) intersecta uma P-recta A)(B
num ponto E que verifica A ∗ E ∗ B. Enta˜o a P-semi-recta E˙)(A privada
da origem E esta´ inteiramente contida em um lado de σ (isto e´, no interior
ou no exterior) e a P-semi-recta E˙)(B \ {E} esta´ no outro lado. Em outras
palavras a P-semi-recta E˙)(A \ {E} esta´ num P-semi-plano definido por l e
E˙)(B \ {E} esta´ no outro.
3.4.3 Axiomas de Congrueˆncia
C1 - Dados um P-segmento de recta A][B e uma P-semi-recta com origem
em A′, existe um u´nico P-ponto B′ nesta P-semi-recta tal que A][B ∼= A′][B′.
Demonstrac¸a˜o. Seja r uma P-semi-recta de origem A′.
Pela Proposic¸a˜o 3.3.3, existe um movimento r´ıgido ϕ que leva A em A′
e um movimento r´ıgido ψ que leva o segmento ϕ(A][B) na P-semi-recta r
deixando fixo A′. Assim, B′ = ψ(ϕ(B)), B′ e´ um ponto na P-semi-recta r tal
que A][B ∼= A′][B′ pois os movimentos r´ıgidos preservam congrueˆncia. Logo
C1 fica provado.
C2 - Se A][B ∼= C][D e A][B ∼= E][F enta˜o C][D ∼= E][F .
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Demonstrac¸a˜o. Sejam P,Q, P ′, Q′ e P ′′, Q′′ os pontos ideais de D e de inter-
secc¸a˜o de C∞ com as P-rectas A)(B, C)(D e E)(F , respectivamente. Pela
definic¸a˜o de P-congrueˆncia, como
A][B ∼= C][D enta˜o AP.BQ
AQ.BP
= CP
′.DQ′
CQ′.DP ′
e
A][B ∼= E][F enta˜o AP.BQ
AQ.BP
= EP
′′.FQ′′
EQ′′.FP ′′
Ora,
CP ′.DQ′
CQ′.DP ′
=
AP.BQ
AQ.BP
=
EP ′′.FQ′′
EQ′′.FP ′′
enta˜o,
C][D ∼= E][F
C3 - Se A ∗ B ∗ C e A′ ∗ B′ ∗ C ′, A][B ∼= A′][B′ e B][C ∼= B′][C ′ enta˜o
A][C ∼= A′][C ′.
Demonstrac¸a˜o.
C∞
b
P ′
b
Q′
b
P
b
Q
b
A′
b
B′
b
C ′
b
A b
B
b
C
Sejam P,Q e P ′, Q′ os pontos ideais de D e de intersecc¸a˜o de C∞ com as
P-rectas A)(B e A′)(B′, respectivamente, e tais que P ∗ A ∗ B, B ∗ C ∗ Q,
P ′ ∗ A′ ∗B′, B′ ∗ C ′ ∗Q′.
Como
A][B ∼= A′][B′
enta˜o
AP.BQ
AQ.BP
=
A′P ′.B′Q′
A′Q′.B′P ′
e como
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B][C ∼= B′][C ′
enta˜o
BP.CQ
BQ.CP
=
B′P ′.C ′Q′
B′Q′.C ′P ′
Ora,
AP.CQ
AQ.CP
=
AP.CQ
AQ.CP
.
BQ
BQ
.
BP
BP
=
AP.BQ
AQ.BP
.
BP .CQ
CP.BQ
=
A′P ′.B′Q′
A′Q′.B′P ′
.
B′P ′.C ′Q′
C ′P ′.B′Q′
=
A′P ′.C ′Q′
A′Q′.C ′P ′
enta˜o,
A][C ∼= A′][C ′
C4 - Dados um aˆngulo ∠PQR = α com P,Q,R na˜o colineares e uma
P-semi-recta A˙)(B enta˜o existe uma u´nica P-semi-recta A˙)(C num P-semi-
plano dado em relac¸a˜o a A)(B tal que ∠BAC ∼= ∠PQR.
Demonstrac¸a˜o. Considere-se α o aˆngulo dado, A ∈ D, A 6= O, e o seu inverso
A′, relativamente a C∞. Seja δ uma circunfereˆncia ortogonal a C∞ que passa
por A e A′.
Como so´ um dos semi-planos definidos por t conte´m pontos interiores a
δ, toda a recta secante a t em A e´ dividida em duas semi-rectas euclidianas
de origem A com uma contendo pontos interiores a δ e a outra na˜o.
Seja l uma semi-recta euclidiana que faz com t o aˆngulo α. Sem perda de
generalidade vamos supor que l conte´m pontos interiores a δ.
C∞
b
O
δ
b
A
b
A′
t
l
α
b
P
bQ
b
R
70 CAPI´TULO 3. DISCO DE POINCARE´
Neste momento, resta construir a u´nica semi-recta hiperbo´lica tangente
a l. Vamos construir a circunfereˆncia ortogonal a C∞ que conte´m os pontos
A e A′ e e´ tangente a l. Para tal, considere-se m a mediatriz de [AA′], n a
perpendicular a l que passa por A e O′ o ponto de intersecc¸a˜o de m e n. Este
ponto O′ e´ o centro da circunfereˆncia σ perpendicular a l que passa por A.
C∞
b
O
δ
b
A
b
A′
t
lα
m n
b O′
σ
A circunfereˆncia σ e´ perpendicular a C∞ porque conte´m os dois pontos
A,A′ inversos um do outro em relac¸a˜o a C∞ (Proposic¸a˜o 2.4.3). Por con-
struc¸a˜o, esta circunfereˆncia e´ u´nica.
Logo a = (σ∩ int(δ))∪{A} e´ a u´nica P-semi-recta que passa por A e que
faz com t um aˆngulo α.
C∞
b
O
δ
b
A
b
A′
t
lα
b O′
σ
bc
La
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No caso particular de A ≡ O, onde O e´ o centro de C∞, considere-se o
ponto P ideal.
A ≡ O
b
C∞
b
P
b
Pela verificac¸a˜o do axioma de congrueˆncia C4 da geometria euclidiana
existe uma semi-recta A˙B tal que POˆB = α (dado) que e´ va´lido tambe´m na
geometria hiperbo´lica.
C5 - Se ∠A ∼= ∠B e ∠A ∼= ∠C enta˜o ∠B ∼= ∠C.
Demonstrac¸a˜o. A medic¸a˜o da amplitude dos aˆngulos e´ reduzida ao caso eu-
clidiano, logo como este axioma e´ va´lido na geometria euclidiana tambe´m e´
va´lido na geometria hiperbo´lica.
C6 - Se dois lados de um triaˆngulo e o aˆngulo compreendido entre eles
sa˜o respectivamente congruentes a dois lados e o aˆngulo compreendido entre
eles, de outro triaˆngulo, enta˜o os triaˆngulos sa˜o congruentes.
Demonstrac¸a˜o. Dados A][B ∼= A′][B′; A][C ∼= A′][C ′ e ∠BAC ∼= ∠B′A′C ′.
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ψ′
σ
δ
ψ
bO
C∞
b
A
b
B
b
C
b
M
b
N
b
C1
b
B1
b
C ′
b
B′
b
bb
b
A′
b
b
C ′1b
B′1
t
Queremos provar que os triaˆngulos ∆[ABC] e ∆[A′B′C ′] sa˜o congruentes.
Considerem-se as circunfereˆncias σ e δ ortogonais a C∞ e que passam por
A e C e, B e A, respectivamente. Estas circunfereˆncias sa˜o u´nicas pelo ax-
ioma I1. Dado que as circunfereˆncias σ e δ conteˆm o ponto A, pela Proposic¸a˜o
2.2.2, estas circunfereˆncias possuem o ponto M (ponto inverso de A relativa-
mente a C∞).
Considere-se a recta t uma das rectas tangentes a C∞ que passa por M e
seja {N} = t ∩ C∞. Ora t⊥ON . Seja ψ a circunfereˆncia de centro M e raio
MN .
O ponto O e´ o inverso de A em relac¸a˜o a ψ pelas construc¸o˜es em 29.
Seja enta˜o C1 e B1 os inversos de C e B, respectivamente e relativamente
a ψ.
Considere-se o triaˆngulo ∆[OC1B1].
Dado que a inversa˜o preserva a amplitude dos aˆngulos e as razo˜es cruzadas
(distaˆncias) enta˜o:
∆[ABC] ∼= ∆[OB1C1]
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Fazendo a mesma construc¸a˜o para o triaˆngulo ∆[A′B′C ′] obtemos um triaˆngulo
∆[OB′1C
′
1] tal que
∆[A′B′C ′] ∼= ∆[OB′1C ′1]
Ora como a inversa˜o preserva as distaˆncias e a amplitude dos aˆngulos,
O][B1 ∼= O][B′1
O][C ′1
∼= O][C1
∠B1OC1 ∼= ∠B′1OC ′1
Pelo que, os triaˆngulos Euclidianos ∆[OC1B1] ∼= ∆[OB′1C ′1] sa˜o congru-
entes.
Estes triaˆngulos podem ser obtidos um a partir do outro atrave´s de uma
rotac¸a˜o de centro O e de amplitude α. Por esta transformac¸a˜o, o segmento
hiperbo´lico B1][C1 e´ enviado no segmento hiperbo´lico B
′
1][C
′
1 pelo que os
P-triaˆngulos ∆[OC1B1] ∼= ∆[OB′1C ′1] sa˜o congruentes.
E sendo assim se tem,
∆[ABC] ∼= ∆[A′B′C ′]
3.4.4 Axioma da Geometria Hiperbo´lica
Dada uma P-recta m e um ponto ordina´rio A /∈ m, existem sempre, pelo
menos, duas P-rectas que passam por A e que na˜o intersectam m.
Demonstrac¸a˜o. 1o Caso
Se a P-recta m for um arco de circunfereˆncia e o ponto A coincidir com
o centro O do disco de Poincare´ enta˜o existem dois diaˆmetros que conteˆm
os pontos ideais resultantes da intersecc¸a˜o de m com C∞, respectivamente.
Estes dois diaˆmetros sa˜o distintos, logo podemos afirmar a existeˆncia de, pelo
menos, duas rectas paralelas a m e que passam por A.
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2o Caso
Se a P-recta m for um arco de circunfereˆncia e o ponto A /∈ m for distinto
do centro O do disco de Poincare´ enta˜o considere-se um movimento r´ıgido θ
que transforme o ponto A no ponto O logo teremos θ(A) = O e θ(m) = m′.
bO
C∞
m
b
A
β
m′
Ora A /∈ m logo O /∈ m′. Assim, pelo 1o caso temos duas P-rectas
(diaˆmetros) a e b paralelas a m′, que passam por O e na˜o intersectam m.
Seja agora a′ = θ−1(a) e b′ = θ−1(b). Sabe-se que a′ e b′ sa˜o P-rectas
(a inversa˜o e´ um movimento r´ıgido). Estas P-rectas na˜o intersectam m e
passam por A.
3o Caso
Se a recta m for um diaˆmetro cujos extremos sa˜o os pontos ideais P e Q
e A um ponto exterior a m.
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Considerem-se pontos B e C pertencentes ao arco da circunfereˆncia C∞ e
que esta´ no semi-plano Euclidiano definido pela recta PQ que conte´m A. Seja
A′ o inverso de A em relac¸a˜o a C∞. Assim, as circunfereˆncias que conteˆm os
pontos A,A′, B e A,A′, C sa˜o ortogonais a C∞ pela Proposic¸a˜o 2.4.3. Logo,
tambe´m neste caso, existem, pelo menos duas P-rectas paralelas a m e que
conteˆm o ponto A.
b
bO
C∞
bQ
b
P
m bA
b
A′
b
a
3.4.5 Axioma de Continuidade
Suponha que os pontos pertencentes a` recta l esta˜o divididos em dois sub-
conjuntos na˜o vazios S e T de tal modo que nenhum ponto de S esta´ entre
dois pontos de T e, nenhum ponto de T esta´ entre dois pontos de S. Enta˜o,
existe um u´nico ponto P tal que, para qualquer A ∈ S e qualquer B ∈ T ,
tem-se A = P ou B = P ou o ponto P esta´ entre A e B.
Demonstrac¸a˜o. Se a recta hiperbo´lica l for um diaˆmetro enta˜o o axioma e´
va´lido considerando a bijecc¸a˜o ψ : [PQ] \ {P,Q} −→ R, referida na secc¸a˜o
3.4.2, pois e´ va´lido na geometria euclidiana.
Se a recta hiperbo´lica l for um arco da circunfereˆncia suporte σ, consid-
eremos as aplicac¸o˜es definidas em 2.2 por
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π : P )(Q→ [PQ] \ {P,Q}
e
ψ : [PQ] \ {P,Q} −→ R
Ambas sa˜o bijecc¸o˜es que preservam a relac¸a˜o ”estar-entre”logo a com-
posic¸a˜o tambe´m e´ uma bijecc¸a˜o que preserva a relac¸a˜o ”estar-entre”. Assim,
como o axioma e´ verdadeiro em R tambe´m e´ verdadeiro em l = P )(Q.
Cap´ıtulo 4
Resultados e construc¸o˜es na
Geometria Hiperbo´lica
O cap´ıtulo que se segue tem como objectivo principal o estudo das isome-
trias e das pavimentac¸o˜es regulares no modelo do Disco de Poincare´. Para
tal, iniciaremos com a demonstrac¸a˜o de alguns resultados geome´tricos, neste
modelo, que sera˜o fundamentais para a descric¸a˜o das va´rias isometrias. O
cap´ıtulo finaliza com uma proposta de construc¸a˜o de uma pavimentac¸a˜o reg-
ular no Disco de Poincare´ com as devidas justificac¸o˜es matema´ticas. Todos
os temas aqui tratados iniciam-se com uma analogia com a Geometria Eu-
clidiana por nos ser ta˜o familiar e com resultados facilmente reconhecidos.
4.1 Circunfereˆncias e perpendiculares
Definic¸a˜o 4.1.1. Uma circunfereˆncia hiperbo´lica (P-circunfereˆncia) e´ o lu-
gar geome´trico dos pontos do disco de Poincare´ que esta˜o a` mesma distaˆncia
hiperbo´lica de um ponto (centro da P-circunfereˆncia).
Em D uma circunfereˆncia euclidiana pode ser:
• circunfereˆncia hiperbo´lica se estiver contida em D. Na imagem
seguinte p e´ uma circunfereˆncia hiperbo´lica de centro E.
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• horoc´ırculo esta´ contido em D excepto num ponto que pertence a C∞.
Na imagem seguinte p e´ um horoc´ırculo de centro E com E ∈ C∞.
b
O
C∞
b E
p
• hiperc´ırculo se intersecta C∞ em dois pontos. Na imagem seguinte p2
e p1 sa˜o hiperc´ırculos. Observe que, no caso do hiperc´ırculo intersectar
ortogonalmente C∞ podemos dizer que e´ uma P-recta.
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Lema 4.1.2. Se M e M ′ sa˜o dois pontos ordina´rios de D, distintos do centro
O de C∞, enta˜o o P-segmento O][M , que coincide com o segmento euclidiano
[OM ]1, e´ P-congruente com o P-segmento de recta O][M ′ se e so´ se [OM ] e´
congruente com [OM ′] em ambiente euclidiano.
Em particular, uma circunfereˆncia hiperbo´lica de centro O e´ uma circun-
fereˆncia euclidiana de centro O.
Demonstrac¸a˜o. Considere-se o diaˆmetro que conte´m os pontos O e M e
considere-se os pontos ideais P e Q extremos desse diaˆmetro tais que P ∗O∗M
e O ∗M ∗Q. Logo temos
[O,M ;P,Q] =
OP
OQ
.
MQ
MP
1Dado que um P-segmento de recta que contenha o centro do disco coincide com o
segmento de recta euclidiano [OM ]).
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Considerando r o raio do disco de Poincare´ temos
[O,M ;P,Q] =
r
r
.
r − OM
r +OM
=
r −OM
r +OM
Se M ′ for outro ponto ordina´rio de D temos, analogamente,
[O,M ′;P ′, Q′] =
r −OM ′
r +OM ′
onde P ′ e Q′ sa˜o os extremos do diaˆmetro que conte´m M ′ que verificam
P ′ ∗O ∗M ′ e O ∗M ′ ∗Q′.
Assim, O][M e´ P-congruente com O][M ′ se e so´ se
r−OM
r+OM
= r−OM
′
r+OM ′
⇔ r2 − r.OM + r.OM ′ −OM.OM ′ = r2 + r.OM − r.OM ′ − OM.OM ′
⇔ 2rOM = 2rOM ′
Dado que r 6= 0 a u´ltima condic¸a˜o e´ equivalente a dizer que [OM ] e´
congruente com [OM ′] no sentido euclidiano.
Proposic¸a˜o 4.1.3. Qualquer circunfereˆncia hiperbo´lica e´ uma circunfereˆncia
euclidiana que esta´ contida em D e, reciprocamente, qualquer circunfereˆncia
euclidiana contida em D e´ uma circunfereˆncia hiperbo´lica.
Contudo estas circunfereˆncias na˜o teˆm o mesmo centro.
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Demonstrac¸a˜o. 1a Implicac¸a˜o
Seja c uma P-circunfereˆncia de centroO′ (c = {M ∈ D, dh(O′M) e´ constante}).
Se O′ = O, c e´, pelo lema anterior, uma circunfereˆncia euclidiana de
centro O e contida em D.
Se O′ 6= O vimos na Proposic¸a˜o 3.3.3 que existe uma inversa˜o circular
θk relativamente a uma P-recta k que envia O
′ em O e que esta inversa˜o
circular e´ um movimento r´ıgido pelo que c e´ enviada numa P-circunfereˆncia
c′ (obviamente contida em D).
Pelo lema anterior, c′ e´ simultaneamente uma circunfereˆncia hiperbo´lica
e euclidiana de centro O.
Considerando agora θ−1k temos que a circunfereˆncia euclidiana c
′ e´ en-
viada numa outra circunfereˆncia euclidiana pelo Teorema 2.4.5 e que esta
circunfereˆncia euclidiana esta´ contida em D pelo Teorema 3.3.2. Logo, como
θ−1k (c
′) = c se conclui que c e´ uma circunfereˆncia euclidiana contida em D.
2a Implicac¸a˜o
Considere-se uma circunfereˆncia euclidiana c ⊂ D, de centro O′.
No caso de O = O′, pelo Lema anterior, temos que a circunfereˆncia e´ uma
circunfereˆncia hiperbo´lica.
Suponhamos agora que O 6= O′ e sejam A e B os pontos de intersecc¸a˜o
da recta OO′ com a circunfereˆncia c.
Seja M ∈ OO′ o ponto me´dio hiperbo´lico do segmento de recta A][B
pelo que dh(M,A) = dh(M,B). Repare que c e´ sime´trica em relac¸a˜o a` recta
AB = OO′. Seja θk uma inversa˜o circular relativamente a uma P-recta k tal
que θk(M) = O e sejam A
′ = θk(A) e B
′ = θk(B). Como a inversa˜o circular
preserva a distaˆncia hiperbo´lica (Teorema 3.3.2) e como dh(MA) = dh(MB)
temos dh(OA
′) = dh(OB
′). Logo, pelo lema anterior, temos OA′ = OB′.
Seja c′ = θk(c). Sabemos, pelo Teorema 2.4.5, que c
′ e´ uma circunfereˆncia
euclidiana. Vamos ver que [A′B′] e´ um diaˆmetro desta circunfereˆncia pelo
que O e´ o seu centro.
Seja O′′ o centro do suporte da P-recta k. Note que O′′, A′, B′ ∈ OO′.
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Consideremos agora dois pontos P e Q em c, sime´tricos relativamente a
OO′ e os seus inversos, P ′ e Q′, por θk. Seja tambe´m {I} = OO′ ∩ P ′Q′.
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b
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b
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b
A bB bO
′′
σ
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′
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Observando os triaˆngulos ∆[P ′IO′′] e ∆[Q′IO′′], dado que O′′Q = O′′P ,
O′′Q.O′′Q′ = r2 e O′′P.O′′P ′ = r2 temos O′′Q′ = O′′P ′. Assim, pelo crite´rio
LAL, podemos concluir que os triaˆngulos sa˜o congruentes. Daqui segue que
P ′ e Q′ sa˜o sime´tricos em relac¸a˜o OO′′ pelo que c′ e´ sime´trica relativamente
a esta recta. Assim, [A′B′] e´ um diaˆmetro de c′.
Assim, θk(c) = c
′ e´ uma circunfereˆncia de centro O que, pelo lema ante-
rior, tambe´m e´ uma P-circunfereˆncia. Aplicando θ−1k , a circunfereˆncia origi-
nal e´ uma P-circunfereˆncia com centro M .
Proposic¸a˜o 4.1.4. Sejam a e b duas P-rectas paralelas e seja A um ponto
de D exterior a estas P-rectas, existe uma u´nica circunfereˆncia euclidiana
ortogonal a`s P-rectas a e b e que passa pelo ponto A.
Contudo esta circunfereˆncia na˜o e´, em geral, ortogonal a C∞.
Demonstrac¸a˜o. Para esta prova vamos considerar apenas o caso de a e b
serem ultra-paralelas. Na imagem seguinte considere-se ainda os seguintes
elementos:
• A um ponto ordina´rio qualquer;
• a e b P-rectas ultra-paralelas que na˜o passam por A;
• A′ o inverso de A em relac¸a˜o a a;
• A′′ o inverso de A′ em relac¸a˜o a b.
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Considere-se a circunfereˆncia que conte´m os treˆs pontos A, A′ e A′′. Como
conte´m os pares de pontos A, A′ e A, A′′ esta circunfereˆncia, pelo Teorema
2.4.3, e´ ortogonal a a e a b. Por outro lado, qualquer circunfereˆncia ortogonal
a`s rectas a e b que conte´m A tambe´m conte´m A′ e A′′ pelo que deve coincidir
com a circunfereˆncia considerada. Assim, tambe´m se justifica a unicidade.
Este resultado tambe´m e´ va´lido para o caso de as rectas a e b serem
P-paralelas no sentido geral.
Proposic¸a˜o 4.1.5. Sejam a e b duas P-rectas ultra-paralelas. Existe uma
u´nica P-recta ortogonal a a e a b.
Demonstrac¸a˜o. Sejam a e b duas P-rectas ultra-paralelas tais que a = A)(B
e b = C)(D com A,B,C,D pontos ideais.
Considerando as rectas euclidianas AB e CD, temos a considerar dois
casos:
1. AB e CD sa˜o concorrentes
2. AB e CD sa˜o paralelas
1o Caso
Seja AB ∩ CD = {R} sendo, obviamente, R ∈ ext(D) (caso contra´rio,
as P-rectas a e b intersectar-se-iam). Considera-se um ponto T ∈ C∞ de tal
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forma que RT seja uma tangente a C∞ que conte´m o ponto R. Considere β
a circunfereˆncia de centro R e que conte´m T .
C∞
βbB
b
A
b C
b
D
b
a
b R
b
T
l
Como RT e´ uma tangente tem-se que β intersecta ortogonalmente C∞,
pelo que D ∩ β = l e´ uma P-recta.
Repare-se agora que, relativamente a` inversa˜o em β, A e B sa˜o pontos
inversos um do outro, assim como C e D, pois pertencem a C∞ e a`s semi-
rectas R˙B e R˙D, respectivamente. Portanto, as P-rectas a e b tambe´m sa˜o
ortogonais a l.
2o Caso
Se AB e CD forem paralelas tem-se que a mediatriz m de [AB] e [CD]
conteˆm o centro O e, simultaneamente, os pontos R (centro da recta suporte
de A)(B) e R′ (centro da recta suporte de C)(D). Logo D ∩m = l e´ uma
P-recta, pois e´ um diaˆmetro, e e´ ortogonal a a e a b.
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Por u´ltimo basta provar que essa P-recta l e´ u´nica. Partindo do pressu-
posto da existeˆncia de duas P-rectas, l1 e l2, ortogonais a a e a b, ter´ıamos
uma das seguintes situac¸o˜es descritas nas imagens:
1o Situac¸a˜o
C∞
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bA
b
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b
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b
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b
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b
Q
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V
O quadrila´tero hiperbo´lico [V USQ] teria os aˆngulos internos todos rectos
pelo que a sua soma seria igual a 2π o que na˜o e´ poss´ıvel pelo Teorema 4.2.2
apresentado no pro´ximo subcap´ıtulo.
2a Situac¸a˜o
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O triaˆngulo hiperbo´lico [ZQW ] teria dois aˆngulos internos rectos pelo que
a sua soma seria superior a π o que tambe´m na˜o e´ poss´ıvel pelo teorema 4.2.1
apresentado no pro´ximo subcap´ıtulo.
4.2 Soma dos aˆngulos internos
Teorema 4.2.1. A soma dos aˆngulos internos de um P-triaˆngulo e´ menor
do que π.
Demonstrac¸a˜o. Considere-se o P-triaˆngulo ∆[ABC] e um movimento r´ıgido
ϕ que transforma o ∆[ABC] num triaˆngulo congruente a este tais que ϕ(A) =
O. Denotemos este novo P-triaˆngulo por ∆[OB′C ′].
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Ora, considerando o triaˆngulo Euclidiano ∆[OB′C ′] temos que a soma
dos aˆngulos internos deste triaˆngulo e´ igual a π. Considerando o P-triaˆngulo
∆[OB′C ′] tem-se que o P-aˆngulo ∠OC ′B′ tem amplitude igual ao aˆngulo
formado pela semi-tangente, t, ao arco C ′B′ e pela semi-recta C˙ ′O. Analoga-
mente para o P-aˆngulo ∠OB′C ′.
Vamos agora provar que o aˆngulo euclidiano ∠OC ′B′ tem amplitude su-
perior ao aˆngulo hiperbo´lico ∠OC ′B′. Para tal, observe de forma ampliada
uma parte da imagem anterior onde denota´mos por β e β ′, os aˆngulos eu-
clidiano e hiperbo´lico, ∠OC ′B′, respectivamente e ainda:
• ε a circunfereˆncia suporte de B′)(C ′ e O′ o seu centro;
• t a recta tangente a` circunfereˆncia ε no ponto C ′;
• r a mediatriz de [B′C ′];
• {K} = [B′C ′] ∩ r (K e´ o ponto me´dio de [B′C ′]);
• {K ′} = t ∩ r;
• {K ′′} = C ′O ∩ r;
• α = ∠C ′K ′K ′′
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Relativamente aos triaˆngulos ∆[C ′KK ′′] e ∆[C ′K ′K ′′], sendo γ = ∠C ′K ′′K ′.
β +
π
2
+ γ = π
e
β ′ + α + γ = π
logo
β ′ + α = β +
π
2
⇔ β ′ − β = π
2
− α
Considerando o triaˆngulo rectaˆngulo ∆[KC ′K ′] temos
π − α < π
2
Logo α > π
2
e temos
−α < −π
2
⇔ π
2
− α < 0⇒ β ′ − β < 0⇔ β ′ < β
De forma ana´loga se prova que, sendo θ o aˆngulo euclidiano ∠C ′B′O e θ′
o aˆngulo hiperbo´lico ∠C ′B′O, θ′ < θ.
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Assim,
ψ + β + θ > ψ + β ′ + θ′ ⇔ ψ + β ′ + θ′ < π
Para exemplificar o teorema anterior, apresentaremos de seguida dois
triaˆngulos equila´teros cuja soma das amplitudes dos aˆngulos internos e´ infe-
rior a π. Assim, na 1a figura podemos observar que a soma dos aˆngulos inter-
nos do triaˆngulo ∆[ABC] e´ igual a 3π
4
enquanto que na 2a figura aproxima-se
de zero pelo facto de os ve´rtices do P-triaˆngulo estarem mais pro´ximos da
fronteira do Disco de Poincare´.
4.2. SOMA DOS AˆNGULOS INTERNOS 91
b
b b
bb
b
b
O
C∞
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b b
bb
b
b
O
C∞
b
b
bb
Deste teorema conclu´ımos que, se os aˆngulos internos de um triaˆngulo
forem π
l
, π
m
e π
n
tem-se que
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π
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+
π
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+
π
n
< π ⇔ 1
l
+
1
m
+
1
n
< 1 (4.1)
Teorema 4.2.2. A soma dos aˆngulos internos de um P-quadrila´tero e´ menor
do que 360o.
Demonstrac¸a˜o. Vamos admitir que um P-quadrila´tero pode ser dividido em
dois P-triaˆngulos. Assim, na figura seguinte temos o P-quadrila´tero [ABCD]
e, consequentemente, os P-triaˆngulos obtidos ∆[ABC] e ∆[ADC].
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Pelo teorema anterior tem-se que a soma dos aˆngulos internos de cada um
dos P-triaˆngulos mencionados e´ menor do que π, assim
∠ABC + ∠BCD + ∠CDA+ ∠DAB
= ∠ABC + (∠BCA+ ∠ACD) + ∠CDA+ (∠DAC + ∠CAB)
= (∠ABC + ∠BCA+ ∠CAB) + (∠CDA+ ∠ACD + ∠DAC)
< π + π = 2π
Teorema 4.2.3. Num P-triaˆngulo, a amplitude de qualquer aˆngulo externo
e´ maior do que a soma das amplitudes dos dois aˆngulos opostos internos.
Demonstrac¸a˜o. Considere-se a seguinte imagem onde o P-triaˆngulo ∆[ABC]
tem como aˆngulos internos α, β e ϕ com δ o aˆngulo externo do P-triaˆngulo
em A. Queremos mostrar que δ > β + α
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bB
bCbδ
ϕ
β
bA α
Deste modo, como o aˆngulo entre duas P-rectas e´ o aˆngulo formado pelas
suas semi-tangentes, temos que
δ + ϕ = π
Assim, como a soma dos aˆngulos internos de um P-triaˆngulo e´ menor do
que π, temos que:
α+ β + ϕ < π ⇔ α + β + ϕ < δ + ϕ⇔ β + α < δ
4.3 Isometrias
As isometrias sa˜o transformac¸o˜es geome´tricas que conservam as distaˆncias e
as medidas de amplitude dos aˆngulos.
Na Geometria Euclidiana ha´ quatro tipos de isometrias:
• Reflexo˜es axiais
• Rotac¸o˜es
• Translac¸o˜es
• Reflexo˜es deslizantes
Estas isometrias podem ser obtidas unicamente atrave´s de reflexo˜es, como
e´ referida no seguinte teorema:
Teorema 4.3.1. Teorema Fundamental das Transformac¸o˜es Geome´tricas
Qualquer isometria do plano e´ uma composic¸a˜o de, no ma´ximo, treˆs re-
flexo˜es.
Tambe´m na geometria hiperbo´lica, qualquer isometria no disco de Poincare´
e´ uma composic¸a˜o de, no ma´ximo, treˆs reflexo˜es.
De facto a prova 2 na˜o utiliza o axioma das paralelas e sendo assim o
Teorema 4.3.1 e´ verdadeiro na geometria hiperbo´lica. ([24, pa´g. 29]).
Das isometrias euclidianas faremos de seguida um breve resumo para
posteriormente fazer uma analogia com a geometria hiperbo´lica no Disco de
Poincare´.
2Podera´ ser consultada em ([7, pa´g. 41])
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• Reflexo˜es axiais
Tendo em conta o teorema anterior, a reflexa˜o e´ a isometria mais sim-
ples. Na geometria euclidiana, P ′ e´ a imagem de P atrave´s de uma
reflexa˜o de eixo r se r for a mediatriz de [PP ′]. Denominamos a re-
flexa˜o euclidiana de eixo r por Sr.
r
b
P
b
P ′
• Rotac¸o˜es
Uma rotac¸a˜o corresponde a` composic¸a˜o de duas reflexo˜es cujos eixos de
reflexa˜o r e s sa˜o concorrentes num ponto O. Considere-se Ss(P ) = P
′
e Sr(P
′) = P ′′ e α e´ o aˆngulo orientado entre s e r. Os treˆs pon-
tos pertencem a` mesma circunfereˆncia de centro O e aˆngulo orientado
∠(O˙P, O˙P ′′) tem medida 2α. O ponto P ′′ e´ a imagem do ponto P pela
rotac¸a˜o de centro O e amplitude 2α.
2α
r
s
b
O
α
b
P b
P ′
b
P ′′
No caso particular de as rectas r e s serem perpediculares, o aˆngulo de
rotac¸a˜o e´ de 180 graus, e por este facto esta isometria e´ muitas vezes
conhecida por meia-volta.
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• Translac¸o˜es
Uma translac¸a˜o e´ a composic¸a˜o de duas reflexo˜es cujos eixos de reflexa˜o
sa˜o paralelos. A direcc¸a˜o perpendicular a estes eixos e´ chamada de
direcc¸a˜o da translac¸a˜o. Assim, se Sr(P ) = P
′ e Ss(P
′) = P ′′ enta˜o
(Ss ◦ Sr)(P ) = P ′′, a direcc¸a˜o da recta PP ′′ e´ aquela da translac¸a˜o e
PP ′′ = 2AB, sendo AB a distaˆncia entre as rectas r e s.
r
s
b
P
b
P ′
b
P ′′
m
b
B
b
A
• Reflexo˜es deslizantes
Nas figuras das pro´ximas pa´ginas tomaremos triaˆngulos em vez de pon-
tos para tornar mais evidente as transformac¸o˜es.
A composic¸a˜o de treˆs reflexo˜es pode ser descrita atrave´s de treˆs situac¸o˜es:
– Os treˆs eixos de reflexa˜o sa˜o paralelos.
A composic¸a˜o de treˆs reflexo˜es cujos eixos de reflexa˜o sa˜o par-
alelos e´ uma reflexa˜o de eixo paralelo aos eixos anteriores. Na
figura seguinte podemos observar que: Sa([ABC]) = [A
′B′C ′],
Sb([A
′B′C ′]) = [A′′B′′C ′′] e Sc([A
′′B′′C ′′]) = [A′′′B′′′C ′′′] enta˜o
(Sc ◦ Sb ◦ Sa)([ABC]) = Sd[ABC] = [A′′′B′′′C ′′′] em que d e´ a
mediatriz dos segmentos [AA′′′], [BB′′′] e [CC ′′′]. Repare que d e´
a imagem de c pela translac¸a˜o associada ao vector ~FE.
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a
b
c
b
A
b
C
b
B
bA′ bC
′
b
B′
bA′′
b
C ′′
b
B′′
bA′′′ bC
′′′
b
B′′′
d
b
F
b
E
– Os treˆs eixos de reflexa˜o sa˜o concorrentes num u´nico ponto.
A composic¸a˜o de treˆs reflexo˜es cujos eixos de reflexa˜o sa˜o concor-
rentes num u´nico ponto O e´ uma reflexa˜o de eixo concorrente com
os eixos anteriores no ponto O. Deste modo, na figura seguinte,
podemos observar que: Sa([ABC]) = [A
′B′C ′], Sb([A
′B′C ′]) =
[A′′B′′C ′′] e Sc([A
′′B′′C ′′]) = [A′′′B′′′C ′′′] enta˜o (Sc◦Sb◦Sa)([ABC]) =
Sd[ABC] = [A
′′′B′′′C ′′′] em que d e´ a mediatriz de [AA′′′], [BB′′′]
e [CC ′′′].
Repare que d e´ a imagem de c pela rotac¸a˜o de centro O, cujo
aˆngulo tem a mesma amplitude do aˆngulo formado pelas rectas a
e b.
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b
O
a
b
c
b
A
b
C
b
B
b A′
b
C ′
b
B′
b A′′
b
C ′′
b
B′′
b
B′′′
b
A′′′
b
C ′′′
b
d
– Outros casos.
A composic¸a˜o de treˆs reflexo˜es cujos eixos de reflexa˜o na˜o sa˜o
todos paralelos nem concorrentes num u´nico ponto reduz-se a`
composic¸a˜o (comutativa) de uma reflexa˜o e de uma translac¸a˜o
chamada de reflexa˜o deslizante. Na reflexa˜o deslizante, o eixo de
reflexa˜o e´ paralelo a` direcc¸a˜o da translac¸a˜o. Assim, se Sa([ABC]) =
[A′B′C ′], Sb[A
′B′C ′] = [A′′B′′C ′′], Sc[A
′′B′′C ′′] = [A′′′B′′′C ′′′],
enta˜o [Sc ◦ Sb ◦ Sa][ABC] = [A′′′B′′′C ′′′] = (Sc ◦ Tc)[ABC].
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a
b
b
A
c
b
B
b
C
b
A′
bB′
b
C ′
b
A′′
bB′′
b
C ′′
b
A′′′
b
B′′′
b
C ′′′
ISOMETRIAS NA GEOMETRIA HIPERBO´LICA
Nas figuras exemplificativas das isometrias, utilizaremos por vezes P-
triaˆngulos de forma a tornar mais clara as transformac¸o˜es geome´tricas. Na
geometria hiperbo´lica, neste modelo do disco de Poincare´, a inversa˜o e´ a
transformac¸a˜o geome´trica, no caso lato, que substitui a reflexa˜o euclidiana.
No modelo do disco de Poincare´ ha´ cinco tipos de isometrias:
• Reflexa˜o hiperbo´lica
A Reflexa˜o hiperbo´lica pode ter como eixo de reflexa˜o um diaˆmetro
do disco de Poincare´ ou uma P-recta. Se a reflexa˜o hiperbo´lica for
relativamente a um diaˆmetro e´, na verdade, a reflexa˜o euclidiana em
relac¸a˜o a essa recta, se for relativamente a um arco de circunfereˆncia (P-
recta) e´ a inversa˜o circular. Esta transformac¸a˜o so´ mante´m invariante
os pontos pertencentes a` P-recta que funciona como eixo reflexa˜o.
Nas imagens seguintes os P-triaˆngulos ∆[A′B′C ′] e ∆[E ′F ′G′] sa˜o a im-
agem do P-triaˆngulo ∆[ABC] e do ∆[EFG], respectivamente, atrave´s
de uma inverva˜o propriamente dita e de uma reflexa˜o euclidiana.
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b
O
C∞
d bB
b A
b
C
b
C ′
b A′b
B′
b
O
C∞
b
F
b G
b
E
b
E ′
b
G′
b
F ′
• Rotac¸o˜es
A rotac¸a˜o hiperbo´lica e´ ana´loga a` rotac¸a˜o euclidiana mas relacionada
com a reflexa˜o relativamente a P-rectas, ou seja, e´ a composic¸a˜o de
duas reflexo˜es hiperbo´licas cujas P-rectas se intersectam num ponto P
ordina´rio de D.
Sejam a e b duas P-rectas que se intersectam em P .
Seja A 6= P .
Os pontos A′ = Sha (A) e A
′′ = Shb ◦ Sha (A) pertencem a` circunfereˆncia
hiperbo´lica de centro P e raio dh(PA). De facto a rotac¸a˜o hiperbo´lica
(Shb ◦Sha ) associa a A o ponto A′′ desta circunfereˆncia hiperbo´lica tal que
o aˆngulo orientado entre as semi-rectas tangentes a P˙ )(A e P˙ )(A′′ tem
100CAPI´TULO 4. RESULTADOS E CONSTRUC¸O˜ES NA GEOMETRIA HIPERBO´LICA
medida 2θ, sendo θ o aˆngulo orientado entre as semi-rectas tangentes
a a e b em P . O ponto P e´ o u´nico ponto fixo e denominado centro de
rotac¸a˜o.
No caso particular de o aˆngulo formado pelas duas rectas a e b ser de
π
2
enta˜o a rotac¸a˜o e´ de π, ou seja, de meia-volta.
Shb ◦ Sha
b
O
C∞
b
P
a
b
b
A
b
A′
b
A′′
c
No caso de um triaˆngulo, a transformac¸a˜o do ∆[ABC] no ∆[A′B′C ′] e´
feita atrave´s de P-circunfereˆncias de centro hiperbo´lico P .
Shb ◦ Sha
b
O
C∞
b
P
a
b
b
A
bA′′
p3
b L
b
B
bC
b
C ′′
b
B′′
p1
p2
• Translac¸o˜es
Tal como a rotac¸a˜o hiperbo´lica, a translac¸a˜o hiperbo´lica tem analogias
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com a translac¸a˜o euclidiana mas, obviamente, referidas a`s P-rectas do
disco de Poincare´. Assim, uma translac¸a˜o e´ a composic¸a˜o de duas re-
flexo˜es hiperbo´licas relativas a duas P-rectas a e b ultra-paralelas3. Con-
siderando um ponto A ao qual se aplicara´ a translac¸a˜o, este movimento
r´ıgido ocorre ao longo da u´nica circunfereˆncia k ortogonal (Proposic¸a˜o
4.1.4) a a e b que conte´m o ponto A. A figura seguinte ilustra a situac¸a˜o
descrita onde A sofre uma translac¸a˜o ao longo do hiperc´ırculo k.
Recorde que um hiperc´ırculo na˜o e´ obrigatoriamente uma P-recta.
Shb ◦ Sha
b
O
C∞
a
b
b
A
b
A′′
k
b
A′
Analogamente, no caso de o objecto ser um triaˆngulo, a transformac¸a˜o
do ∆[ABC] no ∆[A′B′C ′] e´ feita atrave´s de hiperc´ırculos que se inter-
sectam simultaneamente em dois pontos M e N pertencentes a C∞.
Na imagem seguinte k1, k2 e k3 sa˜o hiperc´ırculos e c e´ a u´nica P-recta
que e´ ortogonal a a e a b (Proposic¸a˜o 4.1.5) sendo D e D′ os pontos de
intersecc¸a˜o com as mesmas, respectivamente.
3Recorde que P-rectas ultra-paralelas na˜o teˆm pontos em comum, nem mesmo na fron-
teira do disco de Poincare´.
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dh(A,A
′) = dh(B,B
′)
b
O
C∞
a
b
b
A
b
A′
b M
bN
b
B
b
C
b
C ′
b
B′
b
k1
k2
k5
k
b
D
b
D′
Tal como ocorre na translac¸a˜o euclidiana, a translac¸a˜o hiperbo´lica na˜o
tem pontos fixos e relativamente a` distaˆncia hiperbo´lica, tem-se que:
dh(AA
′) = dh(BB
′) = dh(CC
′) = 2 ∗ dh(DD′)
onde dh(D,D
′) pode ser interpretada como a distaˆncia hiperbo´lica entre
as P-rectas a e b. Assim, a propriedade referida que se verifica para
a translac¸a˜o euclidiana verifica-se tambe´m na translac¸a˜o hiperbo´lica.
A u´nica P-recta ortogonal a a e a b chamamos direcc¸a˜o da translac¸a˜o
hiperbo´lica.
• isometria parabo´lica ou rotac¸a˜o limite
Chama-se rotac¸a˜o limite a` composic¸a˜o de duas reflexo˜es, Sha ◦ Shb , rela-
tivamente a P-rectas a e b que se intersectam num ponto P de C∞.
Esta isometria, cujo u´nico ponto fixo e´ o ponto P , na˜o tem corre-
spondeˆncia na Geometria Euclidiana, no entanto, acaba por ter analo-
gia com a rotac¸a˜o e a translac¸a˜o hiperbo´licas.
Com efeito, seja A ∈ D e sejam A′ = Shb (A) e A′′ = Sha (A′) = (Sha ◦
Shb )(A). Podemos considerar a circunfereˆncia euclidiana c que passa por
A e P e cujo centro e´ a intersecc¸a˜o da mediatriz de [AP ] com o raio
[OP ]. Esta circunfereˆncia e´ tangente a C∞ (portanto e´ um horoc´ırculo)
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e e´ ortogonal a a e b pois o suporte destas P-rectas sa˜o circunfereˆncias
ortogonais a C∞ em P .
Os pontos A′ e A′′ pertencem a esta circunfereˆncia c.
Como c pode ser interpretada como uma circunfereˆncia hiperbo´lica de
centro P podemos interpretar a isometria como uma rotac¸a˜o (hiperbo´lica)
limite de centro P . Por outro lado, como c e´ ortogonal a σ e δ pode-
mos interpretar a isometria como uma translac¸a˜o limite cuja direcc¸a˜o
e´ dada pela ”recta”reduzida ao ponto P .
b
O
C∞
b
P
b
a
b
A
b
A′
b
A′′
c
• reflexa˜o deslizante
Tal como na Geometria Euclidiana as u´nicas composic¸o˜es de treˆs re-
flexo˜es hiperbo´licas que na˜o sejam equivalentes a uma reflexa˜o simples
sa˜o as chamadas reflexo˜es deslizantes. Uma reflexa˜o deslizante e´ uma
composic¸a˜o Sha ◦ Shb ◦ Shk relativamente a P-rectas a, b e k tais que a e
b sa˜o ultra-paralelas e k e´ a u´nica P-recta ortogonal a a e a b. Como
Sha ◦Shb e´ a translac¸a˜o de direcc¸a˜o k podemos enta˜o dizer que a reflexa˜o
deslizante Sha ◦ Shb ◦ Shk e´ a reflexa˜o relativamente a` P-recta k seguida
da translac¸a˜o de direcc¸a˜o k.
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Podemos observar que na˜o ha´ pontos fixos mas a P-recta k fica invari-
ante pela reflexa˜o deslizante Shk ◦ Shb ◦ Sha .
Na figura seguinte podemos observar as P-rectas ultras-paralelas a
e b, a P-recta M)(N , ortogonal a a e b e os hiperc´ırculos p1, p2 e
p3. O P-triaˆngulo ∆[JKL] e´ transformado no P-triaˆngulo ∆[J
′′K ′′L′′]
atrave´s de uma translac¸a˜o hiperbo´lica e ∆[J ′′K ′′L′′] e´ transformado no
P-triaˆngulo ∆[J ′′′K ′′′L′′′] atrave´s da inversa˜o relativamente a` P-recta
M)(N .
p2
p3
b O
C∞
b
J
b
J ′
b
J ′′
b
K bK
′
b
K ′′
b L b
L′
b
L′′
p1
b
M
b N
b
b
L′′′
b
J ′′′
b
K ′′′
4.4 Pavimentac¸o˜es
Pavimentar um plano de forma regular e´ respeitar as seguintes condic¸o˜es:
1. os pol´ıgonos com n lados teˆm de ser regulares e congruentes, sem
espac¸os vazios entre eles e de forma a preencherem todo o plano;
2. em cada ve´rtice dos pol´ıgonos concorrem o mesmo nu´mero k de pol´ıgonos
congruentes.
O que acaba´mos de apresentar refere-se a` geometria euclidiana mas, dado
que na geometria hiperbo´lica os pol´ıgonos regulares teˆm as mesmas carac-
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ter´ısticas4, podemos concluir que as afirmac¸o˜es anteriores tambe´m sa˜o va´lidas
no disco de Poincare´.
Neste cap´ıtulo vamos considerar a pavimentac¸a˜o com pol´ıgonos regulares
de n lados com α a medida de amplitude dos seus aˆngulos internos.
Na Geometria Euclidiana temos que:∑
(aˆngulos internos) = (n− 2)π
pelo que, a amplitude de cada aˆngulo interno e´
α =
(n− 2)π
n
As duas u´ltimas igualdades sa˜o va´lidas na Geometria Euclidiana mas na˜o
na Geometria Hiperbo´lica como podemos verificar nos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2.
Nas imagens seguintes podemos observar um hexa´gono regular nas ge-
ometrias hiperbo´lica e euclidiana, respectivamente.
b
b
b
b
b
b
b b
b
bb
b
Contudo, pelo segundo ponto das condic¸o˜es para pavimentar o plano,
dado que em cada ve´rtice concorrem k pol´ıgonos regulares, temos que, nas
duas Geometrias, kα = 2π.
kα = 2π
α
Considerando novamente, apenas a Geometria Euclidiana e as observac¸o˜es
anteriores, da igualdade kα = 2π temos:
k
(n− 2)
n
= 2⇔ k = 2n
n− 2 ⇔ k = 2 +
4
n− 2
Assim, em cada ve´rtice do pol´ıgono regular teˆm de concorrer k = 2 +
4
n−2
, n ≥ 3, pol´ıgonos regulares, pelo que podemos observar os resultados da
tabela:
4Informac¸a˜o retirada da obra de David A. Singer.
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n, n ≥ 3 4
n−2
2 + 4
n−2
3 4 6
4 2 4
5 na˜o e´ inteiro · · ·
6 1 3
n ≥ 7 na˜o e´ inteiro · · ·
Pela ana´lise da tabela, conclu´ımos que os u´nicos pol´ıgonos regulares que
pavimentam o plano Euclidiano sa˜o o triaˆngulo, o quadrado e o hexa´gono.
O pro´ximo teorema apresenta esta informac¸a˜o do seguinte modo:
Teorema 4.4.1. As u´nicas treˆs pavimentac¸o˜es regulares do plano Euclidiano
sa˜o feitas com quadrados, triaˆngulos equila´teros e hexa´gonos regulares. ([25,
pa´g. 190])
Mas, pavimentar o plano, quer seja Euclidiano quer seja Hiperbo´lico, com
pol´ıgonos regulares permite-nos concluir que, em particular, a pavimentac¸a˜o
tambe´m e´ poss´ıvel com traˆngulos rectaˆngulos.
?
2?
n
π
n
π
k
C∞
b
O
b
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C∞
b
O
b
Com efeito, cada pol´ıgono pode ser pavimentado por triaˆngulos cujas
amplitudes dos aˆngulos internos sa˜o:
π
2
;
π
n
;
α
2
Pelo ponto dois das condic¸o˜es para as pavimentac¸o˜es (pa´gina 104), como
em ambas as geometrias kα = 2π, as amplitudes dos aˆngulos internos destes
triaˆngulos rectaˆngulos sa˜o π
2
, π
n
e π
k
.
π
2
;
π
n
;
π
k
=
α
2
Ora, na geometria Hiperbo´lica sabemos, pelo Teorema 4.2.1, que a soma
dos aˆngulos internos e´ menor do que π. Logo as amplitudes π
2
, π
n
e π
k
devera˜o
verificar:
π
n
+
π
2
+
π
k
< π
ou seja
1
n
+
1
2
+
1
k
< 1
ou seja
1
n
+
1
k
<
1
2
Em suma, para pavimentar um plano hiperbo´lico com n pol´ıgonos regu-
lares e k pol´ıgonos concorrentes em cada ve´rtice, os nu´meros inteiros k e n
devem satisfazer a condic¸a˜o
1
n
+
1
k
<
1
2
.
O teorema seguinte mostra que esta condic¸a˜o necessa´ria e´ de facto sufi-
ciente.
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Teorema 4.4.2. Poincare´5.
Para quaisquer n, k ≥ 3 com 1
n
+ 1
k
< 1
2
existe uma pavimentac¸a˜o regular
do plano hiperbo´lico com pol´ıgonos de n lados e k pol´ıgonos concorrentes em
cada um dos ve´rtices.
Como podemos facilmente perceber, a desigualdade 1
n
+ 1
k
< 1
2
tem in-
finitas soluc¸o˜es para valores de n e k inteiros com n, k ≥ 3. Vejamos alguns
exemplos:
n, n ≥ 3 k, k ≥ 3 1
n
+ 1
k
Pavimentac¸a˜o
3 3 2
3
(> 1
2
) Na˜o
3 4 7
12
(> 1
2
) Na˜o
3 5 8
15
(> 1
2
) Na˜o
3 6 1
2
(> 1
2
) Na˜o
3 ∀k ∈ N, k > 6 · · · (< 1
2
) Sim
4 3 7
12
(> 1
2
) Na˜o
4 4 1
2
(= 1
2
) Na˜o
4 ∀k ∈ N, k > 4 · · · (< 1
2
) Sim
· · · · · · · · · Sim
Dados n e k tais que 1
n
+ 1
k
< 1
2
(n, k ≥ 3 e n, k ∈ N), vamos agora construir
um triaˆngulo rectaˆngulo em D cujas amplitudes dos aˆngulos internos sa˜o π
n
,
π
k
e π
2
, sendo o ve´rtice em π
2
o centro do Disco de Poincare´.
Observemos agora a figura seguinte que nos auxiliara´ na fundamentac¸a˜o
da construc¸a˜o do P-triaˆngulo referido.
5A prova deste teorema pode ser consultada em ([13])
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b
A
b
B
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b
F
b
G
b
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Na imagem podemos observar:
• a circunfereˆncia C∞ de centro O e raio 1;
• o P-triaˆngulo ∆[OBF ] cujas amplitudes dos aˆngulos internos sa˜o as
mencionadas anteriormente, ou seja, OFˆB = π
2
, BOˆF = π
n
e OBˆF = π
k
;
Para a construc¸a˜o deste triaˆngulo sera´ suficiente a representac¸a˜o de uma
circunfereˆncia c ortogonal a C∞ cujo centro O
′ estara´ a uma certa distaˆncia
h de O.
Supondo a construc¸a˜o feita, vamos ver como o valor de h e´ determinado
por n e k.
Consideremos os seguintes elementos da figura anterior:
• a recta t1 tangente a c e que passa por B;
• a recta t2 perpendicular a OB e que passa por O′. O ponto A e´ o ponto
de intersecc¸a˜o de t2 com OB.
A partir das caracter´ısticas dos dados da figura anterior, podemos tirar
algumas concluso˜es:
• sendo o triaˆngulo ∆[OPO′] rectaˆngulo em P (pois as circunfereˆncias sa˜o
ortogonais), temos 1 + r2 = h2 onde h = OO′;
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• como t1 e´ perpendicular a BO′ e GB̂A = OB̂H = πk , enta˜o AB̂O′ =
π
2
− π
k
. Os pontos G e H sa˜o os pontos de intersecc¸a˜o de t1 com C∞.
Assim, dado que os triaˆngulos ∆[OAO′] e ∆[BAO′] sa˜o triaˆngulos rectaˆngulos,
usando as razo˜es trigonome´tricas, temos que:
• sin(∠ABO′) = AO′
r
• sin(∠AOO′) = AO′
h
Logo,
r.sin(∠ABO′) = h.sin(∠AOO′)
⇔√h2 − 1.sin(π
2
− π
k
) = h.sin(π
n
)
⇒ (h2 − 1).sin2(π
2
− π
k
) = h2.sin2(π
n
)
⇔ h2.[sin2(π
2
− π
k
)− sin2(π
n
)] = sin2(π
2
− π
k
)
⇔ h =
√
sin2(pi
2
−
pi
k
)
sin2(pi
2
−
pi
k
)−sin2(pi
n
)
Deste modo, calculando o valor de h de acordo com os nu´meros n e k
previamente definidos, a construc¸a˜o do triaˆngulo ∆[OBF ] e´ bastante simples.
Assim, considerando uma circunfereˆncia C∞ de centro O e raio 1 e dev-
eremos seguir as seguintes etapas:
• construa uma qualquer semi-recta euclidiana com origem no ponto O
e denote por M o ponto de intersecc¸a˜o da mesma com C∞;
• represente O′ ∈ O˙M tal que OO′ = h;
• represente uma recta t tangente a C∞ e que passa por O′;
• denote por {P} = t ∩ C∞;
• represente a circunfereˆncia c de centro O′ e raio [O′P ] e o ponto {F} =
c ∩ O˙M ;
• represente o ponto M ′ a imagem do ponto B pela rotac¸a˜o em torno de
O e amplitude π
n
. Denote por {B} = c ∩ O˙M ;
O triaˆngulo hiperbo´lico ∆[OBF ] e´ um P-triaˆngulo cujos aˆngulos internos
teˆm amplitude π
2
, π
n
, π
k
.
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A parte mais complexa esta´ agora constru´ıda, resta-nos apresentar uma
forma de construir a pavimentac¸a˜o de todo o disco. No caso geral, pode-
mos ter um triaˆngulo com os aˆngulos internos π
l
, π
n
, π
k
e pavimentar o plano
hiperbo´lico como e´ referido no Teorema seguinte:
Teorema 4.4.3. Teorema de Poincare´ - Poincare´ 1882 6.
Qualquer triaˆngulo hiperbo´lico com aˆngulos internos π
l
, π
m
e π
n
tais que
1
l
+ 1
m
+ 1
n
< 1 gera uma pavimentac¸a˜o u´nica do plano hiperbo´lico.
Para construir a pavimentac¸a˜o, o teorema seguinte apresenta explicita-
mente o procedimento.
Teorema 4.4.4. Seja ∆ um triaˆngulo hiperbo´lico com aˆngulos internos π
l
,
π
m
e π
n
. Enta˜o os triaˆngulos obtidos atrave´s das reflexo˜es do triaˆngulo rel-
ativamente a cada um dos lados seguida da reflexa˜o dos triaˆngulos obtidos
(imagens) relativamente a cada um dos seus lados, e sempre assim infinita-
mente, pavimentam o plano hiperbo´lico sem espac¸os livres ou sobreposic¸o˜es.
([26, pa´g. 107].
Para exemplificar a construc¸a˜o de uma pavimentac¸a˜o tomaremos o caso
particular de n = 6 e k = 4 (quatro P-pol´ıgonos regulares concorrentes em
cada ve´rtice dos P-hexa´gonos regulares), pelo que h =
√
2.
Assim, seguindo os passos da construc¸a˜o anterior, podemos construir um
triaˆngulo rectaˆngulo cujas amplitudes dos aˆngulos internos sa˜o π
6
, π
4
e π
2
. De
seguida, vamos construir um P-hexa´gono regular de centro O.
Para isso, basta representar os ve´rtices B2, B3, B4, B5, B6 imagens de B1
pela rotac¸a˜o de centro O e amplitude π
3
, 2π
3
, π, 4π
3
, 5π
3
respectivamente.
6Este Teorema foi primeiramente provado por Henri Poincare´ em 1882 e uma prova
deste teorema pode ser consultada em ([18, pa´g. 200])
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C∞
b
O
b
B1
bF
b
B2
b
B3
bB4
bB6
bB5
Assim, de acordo com o teorema anterior (4.4.4) considere-se a recta σ su-
porte de B1][B2 e aplique-se a inversa˜o circular, relativamente a σ, aos pontos
B3, B4, B5 e B6 e obteremos outro hexa´gono. Este hexa´gono, segundo uma
visa˜o euclidiana, e´ menor do que o hexa´gono inicial pelo facto de as distaˆncias
hiperbo´licas distorcerem a nossa visa˜o usual da realidade euclidiana.
C∞
bO
b
B1
b
B2
b
B3
bB4
bB5
bB6
b
b
b
b
Repetindo o processo descrito anteriormente em relac¸a˜o aos restantes la-
dos do hexa´gono regular inicial e, posteriormente, para os lados dos hexa´gonos
obtidos num processo infinito, o disco de Poincare´ ficara´ totalmente pavi-
mentado. Na imagem seguinte e´ poss´ıvel observar o in´ıcio da pavimentac¸a˜o
do Disco de Poincare´, utilizando os passos anteriormente referidos. Para a
construc¸a˜o desta imagem foi utilizado o programa de geometria dinaˆmico,
Geogebra, com o aux´ılio de ferramentas criadas a partir da geometria euclid-
iana.
Repare que, na pavimentac¸a˜o anterior, todos os pol´ıgonos sa˜o hexa´gonos
regulares que, ao olho euclidiano, parece que diminuem a` medida que se
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aproximam da fronteira do disco de Poincare´.
A pavimentac¸a˜o do disco de Poincare´ foi um tema que motivou o interesse
do famoso artista M.C. Escher que desenvolveu um conjunto de trabalho inti-
tulado ”Circle Limit”. Escher tem enta˜o quatro trabalhos em que pavimenta
o disco de Poincare´ com re´gua e compasso, utilizando para tal imagens em
vez de pol´ıgonos. Estas imagens teˆm como base, figuras que sa˜o pol´ıgonos
regulares.
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